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 مقدمه و تاريخچه: -6-1

ها در حل مسائل مکانيک اجسام صلب و اجسام    ترين روشمجازی از مهمکار روش

و سپس توسط ر توسط آقای ژان برنولی بيان شد اصل اولين باست. اين ا پذيرانعطاف

نژ و ماخ گسترش يافت. برنولی برای بيان اصل کار دانشمندان ديگر چون موپر تيوس، لاگرا

iPمجازی، جسمی را که تحت اثر نيروهای


( 1-6)شکلدر حال تعادل است، درنظر گرفت.  

که هر کدام از نيروها به طوریه سپس جسم را به مقدار کمی تغييرمکان مجازی داد

iاندازه


های ضربری حاصلتغييرمکان مجازی پيدا کردند. طبق اصل کار مجازی، جمع جب 

iPداخلی بردارهای


iدر


 برای اين جسم بايستی برابر صفر گردد. يعنی: 

(1-6)                                   0... 11332211   nnnn PPPPP 


 

 

 
 

 1-6شکل 

 

 جابجايي مجازی و کار مجازی: -6-2

ود يت ذره متناسب با قيدلخواه در وضع یر جزئييک تغير ک ذره برابيs یمجاز يیجابجا

       انجام  یتواند تصور شود، اما کار یم يین جابجايباشد. ا یذره م یاعمال شده بر رو

stFرو و به فرميک نيله يانجام شده به وس Uیدهد. کار مجاز ینم گرددکه  یف ميتعر

انجام Uیباشد. کار مجاز یم s یمجاز یجابجا یرو در راستاياندازه مولفه نtFدر آن 

 يیجابجا شود که در آن  یف ميتعر Mبه فرم Mله کوپل گشتاوريوسشده به

 باشد. یم یازمج یاهيزاو
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 کار انجام شده توسط يک نيرو:-6-3

Pوسيله نيرویطبق تعريف، کار انجام شده به


از يک جسم اثر       Aای مانندکه بر نقطه

Pضرب داخلی نيرویمی کند، برابر است با حاصل


( 2-6)شکل Aدر بردار تغييرمکان نقطه 

rdمسافت طی شده با   Wااگر کار ب


 نشان داده شوند، آنگاه: 

(2-6)       CosPdrrdPdW .. 


 

P، زوايه بين امتداد که در آن زاويه 


rdو  


 می باشد.  

 

 
 

 2-6شکل 

 

به طور خلاصه کار انجام شده توسط نيروی مذکور را می توان به صورت زير بيان کرد. مقدار 

Pجام شده توسط نيرویکار ان


Pضرب تصوير نيرویبرابر است با حاصل 


روی امتداد  

Pتصوير نيروی، به عبارت ديگر تغييرمکان در مقدار تغييرمکان


rdدر جهت عمود بر 


 

 .کاری انجام نمی دهدPSinيعنی مولفه

Pطبق تعريف، کار انجام شده هنگامی مثبت است که تصوير


rdروی 


جهت باشند و هم 

Pبرعکس. اگر نقطه اثر نيروی


خاتمه يابد، )شکل( در اين صورت  2شروع و در نقطه 1از  

 ده برابر است با:مقدار کار انجام ش

 (3-6                           )  
2

1

.
r

r
rdPdWW


  

 به فرم زير می تواند بيان گردد. الخطو يا به صورت انتگرال منحنی

kPjPiPPاگر  zyx


  وkdzjdyidxrd


  باشند، آنگاه حاصلضرب داخلی

dzPdyPdxPrdPاين دو بردار برابر است با:  zyx 


ن فرم انتگرال به صورت يابنابر .

 آيد.زير در می
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(4-6)    
2

1

2

1

2

1

.
z

z
z

y

y
y

x

x
x

C

dzPdyPdxPrdPW


   

برای حل انتگرال منحنی الخط اگر      tfPtgPthP xyz  های يعنی مولفه ,,

12بين  tباشند که tبردار نيرو تابعی از , tt  آنها و تغيير می کند، پس از مشتق گرفتن از

الخط، سرانجام اين انتگرال به انتگرال يک متغيره زير ساده    جايگذاری در انتگرال منحنی

 می شود.

(6-5) 

 نيرو:زوج کار انجام شده توسط يک  -6-4

 ABCDهستند، بر صفحه aو به فاصله Pکه نيروهای آن M(، کوپل3-6مطابق شکل )

    دوران نمايد. حال  dر می کند. فرض کنيد که اين صفحه در اثر زوج نيرو به اندازهاث

را به صورت زير می توان محاسبه  Mيعنی کار انجام شده توسط کوپل، Pکار نيروهای

 نمود. 

(6-6)    MddWPaddbaPPbddW    

ن زوج آور اضرب گشتيک زوج نيرو برابر است با حاصل طنجام شده توسبه عبارت ديگر، کار ا

 نيرو در زاويه دورانی که تحت اثر آن زوج برای جسم ايجاد شده است. 

 

 
 3-6شکل 

 

           

            







2

1

2

1

2

1

2

1

...

....

t

t

t

t

t

t

t

t
C

dtththtgtgtftf

dtththdttgtgdttftfrdPW
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xyzهای آن را روی محورهای در مورد بردار گشتاور در فضا هميشه می توان مولفه ,, 

های همسنگ نشان ی توان همان زوج نيرو )کوپل( را توسط زوجو يا م (4-6نشان داد )شکل

  داد.

نهايت کوچک حول ( چنين می توان نتيجه گرفت که اگر يک دوران بی5-6با بررسی شکل)

می  xM، تنها زوجی که در اين دوران کار انجام می دهد، کوپلxdانجام شود xمحور

xxdMوطه برابر است بابنابر تعريف، کار مربباشد.   به همين ترتيب، اگر فرض شود ،

 xM،yMهای آنهايی حول محورهای مختصات به طور همزمان انجام شده و مولفهدوران

 باشند، آنگاه مقدار کل کار انجام شده را می توان به صورت زير نوشت: zMو 

(7-6                                                  )zzxxxx dMdMdMdW  ...  

kMjMiMM( را می توان به صورت حاصلضرب داخلی دو بردار  و 7-6رابطه ) zyx


 

kdjdidd zyx


  :به صورت زير نوشت 

(8-6                                                                                    )


dMdW . 

12هایه کار کل انجام شده بين زاويهبرای محاسب , ( انتگرال گرفت.8-6بايستی از رابطه ) 

(9-6                       )  
2

1

2

1

2

1

2

1

....
z

z

y

y

x

x
zzyyxx dMdMdMdMW



















 

جهت باشند و هم Mو کوپل dکار انجام شده توسط يک زوج نيرو مثبت است، هرگاه

های کوپل تابعی از متغير ی الخط بالا را می توان در حالتی که مولفهانتگرال منحنبرعکس. 

 همانند انتگرال منحنی الخط نيرو محاسبه می شود. ،باشند tزمان

 

     
 5-6شکل                                                           4-6شکل 
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 ارتجاعي )فنر(: کار انجام شده در يک عضو -6-5

روی يک عضو ارتجاعی به شکل انرژی پتانسيل ارتجاعی در جسم ذخيره    کار انجام شده 

می شود. مقدار نيرويی که در فنر، انرژی پتانسيل ارتجاعی توليد می کند، نسبت مستقيم با 

ه تغييرشکل فنر دارد. برای مثال، در يک فنر خطی و به طور کامل ارتجاعی، اگر طول اولي

xlطول آن Pباشد، پس از تاثير نيروی lفنر  ( مقدار 6-6تبديل می گردد. )شکل

 برابر است با: Pنيروی

(10-6)                                                                                           kxP  

شاخص سختی فنر می باشد. در واقع ضريب فنر مقدار  آنضريب فنر و مقدار  kکه در آن

که بر فنر اثر می کند،  Pنيرويی است که در فنر تغييرمکان واحد توليد کند. اگر نيروی

ی پتانسيل ارتجاعی ذخيره شده کار انجام شده يا انرژ ،در فنر توليد کند dxتغييرطولی برابر

 برابر می شود با:

 
 6-6شکل 

 

(11-6                                                                          )kxdxPdxdE  

 پس:

(12-6                                                          )2

00 2

1
kxkxdxPdxE

xx
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  بنابراين برای فنر:

(13-6                                                                )2

2

1
kxE     ،kxdxdE  

 تعادل: -6-6

 یک ذره صفر شدن کار مجازيتعادل  یبرا یشرط لازم و کافک ذره: يتعادل -6-6-1

 يیان هر جابجايذره در جر یعمل کننده بر رو یرو هايله تمام نيوسهانجام شده ب

 .باشد یمsیمجاز
 :و انرژی پتانسيل تعادل اجسام صلب -6-6-2

له تمام يوسانجام شده به یشدن کار مجازتعادل جسم صلب صفر یبرا یشرط لازم وکاف

ود يمتناسب با ق یمجاز يیان هر جابجايدر جر ،جسم یعمل کننده بر رو یخارج یروهاين

 باشد. یجسم م یبر رو یمالاع

ف يک جسم صلب تعري یچنانچه در بالا برا ،ستم از اجسام صلب متصل به هميک سيتعادل 

-هب یخارج یهاروينتوسط  یکارچيه دهايمتناسب با ق یمجاز یهايیجابجا یبرا ،ديگرد

 عمود به جهت حرکت انجام        یهاروينتوسط صاف  یهانيها در پالعملله عکسيوس

اگر وجود داشته  که شامل اصطکاک است ،دهندیکه کار انجام م یخارج یهارويشود. نینم

 هستند.يا موثر  فعال یهارويباشد، ن

mgWبه سمت بالا حرکت داده شود، وزن  hبه اندازه  mاگر جسمی به جرم   کاری

hmgUمنفی برابر با    گر جسم دارای جابجايیانجام می دهد. اh  به سمت پايين

 hmgبه سمت پايين مثبت گرفته شود، کار نيروی وزن مثبت بوده و برابر با  hباشد و

انجام شده بر روی يک جسم به سادگی به صورت کار  gVمی باشد. انرژی پتانسيل گرانشی

جسم، توسط نيرويی مساوی و معکوس با وزن تعريف می شود که نيروی مزبور جسم را به 

نسيل موقعيت مورد نظر از يک سطح مرجع اختياری می رساند، که در سطح مزبور، انرژی پتا

اين صورت، انرژی پتانسيل مساوی با کار انجام شده توسط  برابر صفر تلقی می گردد. در

برای مثال هنگامی که جسم به سوی بالا وی وزن منتها با علامت جبری منفی می باشد. نير

کشانده می شود، کار انجام شده به انرژی تبديل می گردد که قابل ارزيابی باشد. زيرا که 

تر اوليه خود، قادر به انجام کار بر روی جسم مزبور به هنگام بازگشت به موقعيت پايين

طح بيانگر انرژی پتانسيل صفر، کاملاً اختياری و دلخواه می باشد، زيرا سجسمی ديگر است، 

فقط تغيير در انرژی مزبور بوده و صرف نظر از اينکه سطح مرجع را در چه مکانی بگيريم، 
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تغيير مزبور يکسان خواهد بود، همچنين انرژی پتانسيل گرانشی مستقل از مسير پيموده 

 مورد نظر می باشد.  hشده برای رسيدن به ارتفاع خاص

دارای تغيير يکسان در انرژی پتانسيل می باشد، صرف نظر  m( جرم 7-6با توجه به شکل)

از اينکه برای رسيدن از سطح اول به سطح دوم چه مسيری را بپيمايد، زيرا که برای هر سه 

تغيير مجازی  تا مرکز جرم جسم می باشد. hن است. البته سنجش ارتفاعيکساhمسير، 

 در انرژی پتانسيل گرانشی، به سادگی برابر است با:

hmgVg                                                                                        )6-14( 

جابجايی مجازی مرکز جرم جسم می باشد. اگر مرکز جرم جسم دارای جابجايی hکه در 

مجازی به سمت پايين باشد،
gV  منفی می باشد. واحد انرژی پتانسيل گرانشی، همان واحد

 شود. متريک برحسب ژول بيان می کار و انرژی پتانسيل الاستيکی است که در سيستم 

 یانرژ ستم وجود دارد.يباشد، تعادل در آن س یمقدار ثابت یل دارايپتانس یانرژاگر 

ه ياز حالت اول xا فشرده شده در فاصلهيده شده يکش kثابت بيفنر با ضر Vليپتانس

2برابر

2

1
Kx نيباشد. بنابرا یمV ر مستقليک متغيبا  یتابعx0باشد. پس:  یم

dx

dV 

 دهد. یتعادل نتيجه م یرا برا xمقادير

 

 

 
 

 7-6شکل 
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برای يک مجموعه مکانيکی شامل اعضای الاستيکی و اعضايی که تغييرموقعيت می دهند، 

 می توان اصل کار مجازی را چنين بازگو کرد: 

ارجی، به استثنای کار مربوط به فعال خروهای کار مجازی انجام شده توسط تمامی ني

نشی و فنر که در عبارات انرژی پتانسيل به احتساب در می آيند، بر روی يک انيروهای گر

ی پتانسيل کل ژمجموعه مکانيکی در حالت تعادل، مساوی است با تغيير متناظر در انر

های مجازی ه جابجايیگرانشی و الاستيکی مجموعه به ازای هرگونه جابجايی مجازی و هم

 که با قيود مجموعه سازگار باشند.

 تعادل پايدار: -6-6-3

 يی( جابجا8-6باشد. شکل ) حداقل Vليپتانس یافتد که انرژ یاتفاق م یدار زمانيتعادل پا

 یره خم شده نشان ميک دايستم بدون اصطکاک که به شکل يک سين ييک مهره را در پاي

ل يپتانس یدار به همراه انرژيت تعادل پايک وضعين يدهد که ا یم نشان ميدرک مستقدهد. 

 ت اول همراه است.يبه وضع با بازگشت یرييرا هر تغي، زاست حداقل مهره

ر محور يت زيل مهره در هر موقعيپتانس یبه عنوان داده استاندارد، انرژ xبا استفاده از محور

x :برابراست با 

(15-6                                                       )22 xaWWyV  

0قرار دادن  با
dx

dV  در وضعيت تعادل مورد ارزيابی قرار می گيرد. بنابراين 

 (16-6)                                                     
 2

3
22

2

222

2

xa

Wx

xa

W

dx

Vd






 

،0xو در 
a

W

dx

Vd


2

2

 )مثبت( که نشان دهنده تعادل پايدار می باشد.

 

 تعادل ناپايدار: -6-6-4

( مهره 9-6)شکل حداکثر باشد. Vتعادل ناپايدار در زمانی اتفاق می افتد که انرژی پتانسيل

را در وضعيت بالای سيستم نشان می دهد. ديد ظاهری نشان می دهد که اين وضعيت 

به عنوان مرجع xتعادل ناپايدار به انرژی پتانسيل حداکثر مهره می باشد. با استفاده از محور

 ر است با:براب xاستاندارد، انرژی پتانسيل مهره در مکان بالای محور

(17-6)                                              22 xaWWyV       ،0
dx

dV 

 (18-6                                                                       )0
22







xa

Wx

dx

dV 



 کارمجازی و انرژی           ششم                                                                                 فصل

 567 

 ، مهره آنگاه بالای سيستم قرار دارد.، همچنين:0xبنابراين پاسخ نياز دارد که 

 (19-6)                                                     
 2

3
22

2

222

2

xa

Wx

xa

W

dx

Vd






 

            : می توان نوشت0xو در 

(20-6)                                                                            
a

W

dx

Vd


2

2

 )منفی(

 

 
 9-6شکل                                                 8-6شکل   

 

 

 تعادل خنثي: -6-6-5

در همان  ،تعادل خنثی هنگامی وجود دارد که سيستم در هر وضعيتی که قرار داده شود

اند بر روی يک سيستم افقی قرار گرفته و در تواقی بماند. برای نمونه مهره میوضعيت ب

 همان وضعيت باقی بماند.

 :خلاصه تعادل -6-6-6

  ، بيان انرژی پتانسيل برای يک سيستم در حال تعادل است هاجهت تعيين مقادير متغير

V سيستم به عنوان تابعی از متغير می باشد. ارزيابی
2

2

dx

Vd ل جهت مشخص کردن نوع تعاد

  رود.بکار می

0در حالت
2

2


dx

Vd 0پايدار، تعادل
2

2


dx

Vd 0ناپايدار و در حالت تعادل
2

2


dx

Vd  تعادل

 خنثی است.

 


