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1



چند ارتعاشات سیستم های: هفتمفصل 
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معادله دیفرانسیل حرکت
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یک سیستم دو درجه آزادی با تحریک خارجی دیاگرام آزاد سیستم دو درجه آزادی نشان داده شده
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:نوشتزیرشکلبهماتریسیفرمدرتوانمیرابالایرابطه

مقدار)فنرسردونبینسبیجابجاییبااستبرابرفنرهاازیکهرنیرویاست،شدهدادهنشانشکلدرچنانکه
بااستبرابریزنمیراگرهاازیکهرنیرویترتیبهمینبه.فنرآنسختیضریبضربدر(فنرشکلتغییر

.میراگرآنمیراییضریبضربدرهمدیگربهنسبتمیراگرسردوجابجاییسرعت
:نوشتزیرمطابقتوانمیراهاجرمحرکتیمعادلهآزاد،هایمدیاگرابهتوجهبااکنون

( ) ( ) ( )m x f t k x c x k x x c x x      1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 2 2 1

( ) ( ) ( )m x f t k x x c x x    2 2 2 2 2 1 2 2 1

( )

( )

m x c c c x k k k x f t

m x c c x k k x f t

                
              

              

1 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

0
0
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.امندمی نسیستمسختیومیراییجرم،هایماتریسترتیببهرا[K]و[C]،[M]هایماتریسبالا،رابطهدر
.نامیممیسیستمجابجاییبرداررا{x}برداروخارجینیروهایبرداررا{f(t)}بردارهمچنین

یاو

          )(tfxKxCxM  

آندرکه

   

   

,

( )
, ( ) .

( )

m c c c
M C

m c c

k k k f t
K f t

k k f t

    
    

   

    
    

   

1 1 2 2

2 2 2

1 2 2 1

2 2 2

0
0



مثال
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کلشدرشدهدادهنشانسیستمبرای
فرمدرراحرکتهایمعادله،مقابل

راتیر)نماییداستخراجماتریسی
.(ریدبگینظردریکنواختوصلب
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:داشتخواهیمماتریسی،فرمبهبالاهایمعادلهانتقالبا

وعمومیمختصاتازتوانمیآنحرکتتوصیفبرایواستآزادییدرجهدودارایسیستم:حل
یوزنهورتیبرایحرکتهایمعادلهتیر،دورانزوایایبودنکوچکفرضباصورتایندر.کرداستفاده
:نوشتزیرمطابقترتیببهتوانمیراآنبهمتصل

θ2x

( ) ( ) ( )

( ) ( )

O O OM I α f t L k aθ x a I θ I

F m a k x c x k x aθ m x II

      

      





1 2

2 2 2 2 2 2 1 2 2 2

( )
( )

OI θ f t Lk a k aθ θ
III

m c xk a k kx x

                
             

               

2
1 1

2 2 21 1 22 2

0 0 0
0 0 0

آندرکه
/OI m L 2

1 3



9

زیرشکلبهوعمومیمختصاتحسببر،یرابطهازاستفادهباتوانمیرابالایمعادله
:کردبازنویسی

x Lθ1x 1x 2

/ ( )/ /
( )

/

m x x x f tk a L k a L
IV

m x c x xk a L k k

            
             

             

2 2
1 1 1 11 1

2 2 2 2 21 1 2

3 0 0 0
0 0 0



ارتعاشات آزاد سیستم های چند درجه آزادی نامیرا
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بنابراینوشودمیصفربرابرخارجینیروهایبردارباشند،صفربرابرسیستمیکبرواردخارجینیروهایاگر
:نوشتزیرشکلبهتوانمیراحرکتیمعادله،میراناآزادیدرجهچندسیستمیکبرای

سادگیبهلدیفرانسیمعادلاتاصولازاستفادهباراآنحلتوانمیکهاستهمگنیمعادلهیکبالایمعادله
درکتاکنیمراجاستخفیزیکیمفاهیمازاستفادهباراسیستمپاسخکهداریمسعیاینجادراما.آوردبدست

.باشیمداشتهآمدهبدستروابطبهنسبتبیشتری

       M x K x  0
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بهبایدکارینابرای.بزنیمحدسآنبرایپاسخیکابتدابایدفوقدیفرانسیلیمعادلهدستگاهحلبرای
حالتازمقداریرا1جرموداشتهنگهرا2جرممامثالعنوانبهکهکنیدفرض.نماییمتوجهمسألهفیزیک

طریقاز1مجردانیممی.نمایدارتعاشآزادصورتبهدهیماجازهسیستمبهسپسوکنیممنحرفخودتعادل
جرماشاتارتعنماییمفرضاگر.گرددمینیزجرماینتحریکباعثآنحرکاتواستمتصل2جرمبه2فنر

شدخواهدفرکانسهمانبا2جرمتحریکموجبجرماینحرکاتباشد،فرکانسباوبودههارمونیک1
:کردانبیزیرشکلبهراجرمدوجابجاییتوانمیصورتایندر.(پنجمفصلدرپایهتحریکهمانند)

نماییمفرضراگ.بگیریدنظردررافصلابتدایدرشدهدادهنشانآزادیدرجهدوسیستمدوبارهمثالعنوانبه
-میرانآحرکتیمعادلهباشند،صفربرابرهمگیمیراییضرایبومجموعهبرواردخارجینیروهایکه

:بنویسیمزیرشکلبهتوانیم

m x k k k x

m x k k x

          
         

         

1 1 1 2 2 1

2 2 2 2 2

0 0
0 0
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:نوشتتوانمینیزبرداریشکلبهرافوقروابط

iωt

iωt

x X e

x X e





1 1

2 2

iωt
x X

e
x X

   
   

   

1 1

2 2

یاو

    tieXx 

:دهدمیکهکنیممیجایگذاریحرکتیمعادلهدرراحدستابعاکنون

       ( ) iωtω M K X e  2 0
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:شودمیگرفته پیش نتیجه ی از رابطهچون در حالت کلی بردار جابجایی مخالف صفر است، 

ازدستهیککلیفرممعادلهاین.نامندمیسیستممشخصهمعادلهرابالایمعادله.استآندرکه
باشد،0={x}اگربالایرابطهدر.شوندمیشناختهویژهمقدارمسألهنامباکهدهدمینشانراجبریمعادلات

ایندر.دهدمینشانرااستاتیکیتعادلحالتکهآیدمیبدستمعادلهبدیهیپاسخومی شودارضاءمسأله
بدیهییرغجوابدارایمذکوریمعادلهآنکهبرای.استصفربرابرتعادلحالتازجرمدوهرجابجاییحالت
.گرددصفربرابریسماترایندترمینانآنکهیاوباشندصفربرابرضرایبماتریسهایمؤلفهیهمهبایدیاباشد،

داشتهکهستاآنباقیماندهراهتنهاپس،نداردوجودهامؤلفهیهمهشدنصفرامکانمسألهفیزیکبهتوجهبا
:باشیم

       ( )K λ M X  0

λ ω 2

   det( )K λ M 0
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:باشیمداشتهبایدمسألهاینبرایپس

( ) ( )k k m λ k m λ k    2
1 2 1 2 2 2 0

سیدیمرحسببردومیدرجهمعادلهیکبهبررسیموردآزادیدرجهدوسیستمبرایکهشودمیملاحظه
،آزادیدرجهnسیستمیکبرایکلیحالتدر.کندمیمشخصراارتعاشطبیعیهایفرکانسآنحلکه

نتیجهدرواستریشهnدارایکهمی رسدازnیدرجهجبرییمعادلهیکبهضرایبماتریسدترمینان
.بودخواهدطبیعیفرکانسnدارایسیستم

λ

λ

:نوشتزیرشکلبهتوانمیراضرایبماتریسدترمینانمثال،ایندر

,A λ B λ C  2 0

, ( ) ,A m m B m k k m k C k k     1 2 2 1 2 1 2 1 2
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:آیندمیبدستزیرصورتبهمعادلههایریشهدوم،یدرجهیمعادلهحلبا

نتیجهرد.هستندصفرازبزرگتروحقیقیاعدادآمده،بدستهایریشهدادنشانتوانمیسادگیبهکه
:بابودخواهندبرابرسیستمطبیعیفرکانس های

ضرایبماتریسسطردوکهدیدتوانمیمشخصه،یمعادلهدرآمدهبدستمقادیرازیکهرجایگذاریبا
.نمودصرفنظرهاعادلهمازیکیازبایدبنابراین.استدیگریازضریبیآنهاازیکیونیستندهمدیگرازمستقل

:نوشتزیرشکلبهتوانمیرااولیمعادلهدوم،یمعادلهازصرفنظربامثالعنوانبه

,

B B A C
λ

A

  


2

12
4

2

ω ω λ or ω ω λ       1 1 2 2

( )k k m λ X k X   1 2 1 1 2 2 0
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نتیجهدرو

با.ارددمقداربهبستگیآنمقداروکندمیمشخصراجرمدوحرکتجابجایینسبتبالایرابطه
صدقعادلهمدرهمگیکهآوردبدستجابجاییهایدامنهبرایجوابنهایتبیتوانمیمعادلهاینازاستفاده

فرکانسردراارتعاششکلثابتمقداراینکهاستثابتیمقدارهاجابجایینسبتحالهردراما.کنندمی
:کندمیمشخصنظرموردطبیعی

X k k λ m
a

X k

 
 2 1 2 1

1 2

λ ω 2

,

λ λ ω λ λ ω

X k k m ω X k k m ω
a a

X k X k
   

   
   

2 2
1 1 2 2

2 2
2 1 2 1 1 2 1 2 1 2

1 2
1 2 1 2
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:داشتخواهیم،باشدDبرابراولجرمجابجایییدامنهارتعاشیهایفرکانسازیکیدراگر

( )

( )

iωt iωt
x t X

e D e
x t X a

     
      

    

1 1

2 2

1

شکلبردارکند،میمشخصراحرکتکلیشکلکهبرداروداردبستگیاولیهشرایطبهDآندرکه

هرنیزهاآنمنفیومثبتکهاستطبیعیفرکانسدودارایمجموعهچونحال.شودمینامیدهارتعاشیمود

:استزیرشکلبهمسألهکلیپاسخباشد،مسألهپاسخمی تواندیک

a

 
 
 

1

( )

( )

iωt iω t iω t iω t
x t

D e D e D e D e
x t a a a a

          
            

         

1 1 2 21
1 2 3 4

2 1 1 2 2

1 1 1 1

:باشیمداشتهبایدباشد،حقیقیبرداریکنهایتدرفوقپاسخآنکهبرای

,D D D D  1 2 3 4
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:رددگمیاستخراجزیرشکلبهمسألهکلیپاسخ،مثلثاتیتوابعبهنماییتوابعتبدیلبا

:نمودبیاننیززیرشکلبهتوانمیرابالایمعادله

.شوندمیتعیینألهمسیاولیهشرایطازاستفادهباآنهااولیهفاززاویهیاومثلثاتیتوابعضرایببالاروابطدر

( )
sin cos sin cos

( )

x t
A ωt A ωt A ω t A ω t

x t a a a a

         
            

         

1
1 1 2 1 3 2 4 2

2 1 1 2 2

1 1 1 1

( )
sin( ) sin( )

( )

x t
B ωt θ B ω t θ

x t a a

     
        

     

1
1 1 1 2 2 2

2 1 2

1 1



مثال
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-میننشاراآزادیدرجهدوسیستمیکروبروشکل

یارتعاشمودهایشکلوطبیعیهایفرکانس.دهد
لحزیرحالتدوبرایرامسأله.آوریدبدستراآن

:کنید

(الف

و(ب

m m m 1 2

m m1m m2 2
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:می آیندبدستزیرفرمبهسیستمحرکتمعادلاتنیوتونروشازاستفادهبا:حل

مسألهبودنهارمونیکفرضبا

:آیدمیستبدزیرشکلبهسیستمیمشخصهمعادلهضرایب،ماتریسدترمیناندادنقرارصفرمساویبا

m x xk k

m x xk k

        
         

        

1 1 1

2 2 2

0 2 0
0 2 0

iωt
x X

e
x X

   
   

   

1 1

2 2

:داشتخواهیم
Xk m ω k

Xk k m ω

      
    

     

2
11

2
22

02
02

( )( )k m ω k m ω k   2 2 2
1 22 2 0
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:کردسادهزیرشکلبهرامشخصهمعادلهتوانمی،حالتبرای(الف

:آیدمیبدستمعادلهاینحلباو

:استزیرشکلبهسیستمزمانیپاسخحالتایندرپس

:آیدی سیستم، بدست میبا جایگذاری مقادیر فوق در معادله مشخصه

m m m 1 2

( )k mω k 2 2 22

,
k k

ω ω
m m

 2 2
1 2

3

,

ω ω

X k mω X k mω

X k X k

 
    

1 2

2 2
2 1 2 2

1 1

2 21 1

( )
sin( ) sin( )

( )

x t k k
B t θ B t θ

x t m m

     
        

    

1
1 1 2 2

2

1 1 3
1 1
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:شودمیظاهرزیرشکلبهسیستممشخصهمعادله،وحالتبرای(ب

یاو

یاو

بابرابرندسیستمطبیعیهایفرکانسنتیجهدر

m m1m m2 2
( ) ( )k mω k mω k   2 2 22 2 2 0

m ω k mω k  2 4 2 22 6 3 0

,

( )k m k m k m k k
ω

m m m

     
     

   

2 2 2
2
12 2

3 3 6 3 3
2 2 2

k k k k
ω ω

m m m m

k k k k
ω ω

m m m m

   
       

   

   
       

   

2
1 1

2
2 2

3 3 0,634 0,796
2 2
3 3 2,366 1,538
2 2
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:آیندمیبدستزیرمطابقدومواولطبیعیهایفرکانسدرجرمدوجابجایینسبتحالتایندرپس

است،تریکوچکطبیعیفرکانسدارایکهارتعاشیاولموددر.دارندوجودارتعاشیموددونیزحالتایندر
دوتحرکنیزدومارتعاشیموددر.نیستیکسانآنهاجابجایییدامنهامااست،همسوجرمدوهرحرکت

.استمتفاوتیدامنهدوباومعکوسجهتدودرجرم

:استزیرشکلبهسیستمکلیپاسخنتیجهدرو

,

ω ω

X k mω X k mω

X k X k

 
    

1 2

2 2
2 1 2 2

1 1

2 21,366 0,366

( )
sin( ) sin( )

( )

x t k k
B t θ B t θ

x t m m

     
        

    

1
1 1 2 2

2

1 10,796 1,538
1,366 0,366
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(ب)حالتها در نسبت جابجایی جرم



مثال
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دهدمینشانراگارییکوپاندولیک7-7شکل
با.ه اندشدوصلهمدیگربهخطیفنریکتوسطکه

وآنکهفرض
تبدسزمانطولدرراگاریحرکتیمعادلهباشد،

ادهاستفزیرعددیمقادیرازمسأله،حلبرای.آورید
:کنید

( )x x 00( ) ( ) ( )x θ θ  0 0 0 0

2

11

/10,5.0,1

,/1001,2

smgmamL

mNkkgmkgm
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رضفبا.می کنیمانتخابعمومیمختصاتعنوانبهراجرمافقیجابجاییوپاندولدورانیزاویه:حل
:نوشتتوانمیپاندول،دورانیزاویهبودنکوچک

:آیدمیبدست،ماتریسیفرمبهبالاروابطانتقالبا

.استآندرکه
:داشتخواهیمنیزجرمبراینیوتون،دومقانونازاستفادهبا

( ) ( )O O OM I α m g Lθ k aθ x a I θ I        2

OI m L 2
2

( ) ( )F m a k x aθ m x II     1 1 1

( )
m x xka ka

III
m L θ θka ka m gL

        
        

         

2
1

2 2
2 2

0 0
0 0
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:داشتخواهیم،(و)سیستمحرکتبودنهارمونیکفرضبا

گردد،صفربرابرضرایبماتریسدترمینانبایدباشد،(غیرصفر)غیربدیهیجوابدارایبالایمعادلهآنکهبرای
:دهدمینتیجهکه

:آیدمیبدستشده،دادهعددیمقادیرجایگذاریباحال

i tx X e 
tωieθθ 

( )
Xka ω m ka

IV
θka ka m gL ω m L

      
    

      

2 2
1

2 2 2
2 2

0
0

( )
Xω

V
θω

      
    

     

2

2

025 2 50
050 35

( )( ) ,ω ω ω ω      2 2 2 2
1 225 2 35 2500 0 6,358 78,642
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استخراجزیرشکلبهسیستممودهایشکل،(V)دستگاهمعادلاتازیکهردرفوقیریشهدوجایگذاریبا
:شوندمی

:نوشتزیرشکلبهتوانمیراسیستمزمانیپاسخنتیجهدر

,
X X

θ θ

      
        

      

1 2

1 2

1 1
1,745 1,147

( sin cos ) ( sin cos )

( sin cos ) ( sin cos )

x X X
a ωt b ωt a ω t b ω t

θ θ θ

a t b t a t b t

    
        

     

   
      

   

1 2
1 1 1 1 2 2 2 2

1 2

1 1 2 2
1 12,521 2,521 8,868 8,868

1,745 1,147

:شوندمیاستخراجزیرصورتبهبالایرابطهمجهولضرایبشده،دادهیاولیهشرایطاعمالبا

, ,a a b x b x   1 2 1 0 2 00 0,397 0,603



(ضربان)تپش 
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سیستمبیعیطفرکانساگرکهدیدیممیراییبدونآزادیدرجهیکهایسیستمهارمونیکارتعاشاتبحثدر
درتوانمیرافتاریرچنین.شودتپشدچارتواندمیسیستمباشند،کوچکیاختلافدارایتحریکفرکانسبا

دویستمسیکبرایمثالعنوانبه.نمودمشاهدهنیزآزادیدرجهچندهایسیستماجبارییاوآزادارتعاشات
:نوشتیرزشکلبهتوانمیاولیهتحریکیکبرایراسیستمارتعاشیپاسخمیرایی،بدونآزادیدرجه

( )
sin( ) sin( )

( )

x t
B ωt θ B ω t θ

x t a a

     
        

     

1
1 1 1 2 2 2

2 1 2

1 1

دوجمعلحاصباشند،داشتههمدیگربهنزدیکمقادیریدومواولطبیعیهایفرکانساگربالارابطهدر
آرامیهبآندامنه یکهنوشتمتغیردامنهباهارمونیکعبارتیکصورتبهتوانمیراهارمونیکعبارت

.بودخواهدضربانیصورتبهسیستمآزادیدرجاتازیکهرارتعاشنتیجهدر.کندمیتغییر



مثال

30

می دهدنشانراارتعاشیسیستمیکروبروشکل
توسطکهاستشدهتشکیلیکسانآونگدوازکه

همدیگربهkکوچکسختیضریببافنریک
آزادحالتدرفنرتعادلموقعیتدروشده اندمتصل

حریکتیکبهراسیستمزمانیپاسخ.داردقرارخود
.بیابیداولیه
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فنراولیهلشکتغییرموجبوزننیرویچون.کنیممیرسمشکلمطابقراآونگدوآزاددیاگرامابتدا:حل
درپس.استردهنکخنثیراوزننیرویگشتاورواستصفربرابرفنراولیهشکلتغییرنیرویاست،نشده

.بگیریمنظردرنیزراوزننیرویبایدحرکتمعادلاتاستخراج
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:نوشترزیمطابقتوانمیراآونگدوحرکتیمعادلهدورانی،حرکتبراینیوتونیروابطازاستفادهبا

sin ( )

sin ( )

m L θ mg L θ ka θ θ

m L θ mg L θ ka θ θ

   

   

2 2
1 1 2 1

2 2
2 2 2 1

:وشتنماتریسیفرمدرزیرمطابقتوانمیرابالاهایمعادلهآونگ،دوارتعاشاتبودنکوچکفرضبا

θθm L ka mg L ka

θθm L ka ka mg L

          
         

         

2 2 2
11

2 2 2
22

00
00

:زدحدسزیرهارمونیکشکلبهتوانمیراآنپاسخنماید،ارتعاشآزادشکلبهسیستماگر

iωt
θ θ

e
θ θ

  
   

   

1 1

2 2
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یمشخصهلهمعادحلباکهآیدمیبدستسیستمیمشخصهمعادلهحرکت،یمعادلهدرعبارتایندادنقراربا
بابرابرندکهی شوندمتعیینآنطبیعیهایفرکانسدرهاآونگجابجایینسبتوطبیعیهایفرکانسسیستم،

:نوشتزیرشکلبهتوانمیراسیستمکلیپاسخبنابراین

,

,

ω ω

ω ω

θg
ω

L θ

θg k a
ω

L m L θ





 

   

1

2

2
1

1

2
2

2 2
1

1

2 1

sin cos sin cos
θ

A ωt A ωt A ω t A ω t
θ

         
            

         

1
1 1 2 1 3 2 4 2

2

1 1 1 1
1 1 1 1
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ایناعمالباباشد،بوده،واولیهیلحظهدرکنیمفرضاگرحال
:آیدمیبدستاولیهشرایط

:آیدمیبدستزیررابطهازهاآونگازیکهرجابجایینتیجهدر

( )θ A1 0( ) ( ) ( )θ θ θ  1 2 20 0 0 0

,

/

A A

A A A

 

 

1 3

2 4

0
2

cos cos

cos cos

A A
θ ωt ω t

A A
θ ωt ω t

 

 

1 1 2

2 1 2

2 2

2 2
:کردبازنویسیزیرشکلبهتوانمیرابالامعادلات

cos cos

sin sin

ω ω ω ω
θ A t t

ω ω ω ω
θ A t t

    
    

   

    
    

   

1 2 1 2
1

1 2 1 2
2

2 2

2 2
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توانمی،(دباشکوچکیمقدارفنرسختیضریب)باشندهمبهنزدیکمقادیریواگربنابراین
باآنهانوسانیدامنهکهحالیدرکنند،مینوسانمشابهفرکانسباآونگدوکهکردتصور

دیگرتعباربه.نمایدمینوسانکوچکفرکانسباوهمدیگربهنسبتفازاختلاف
شدهمنتقلریدیگبهآونگیکازتدریجبهانرژیاست،ثابتآنانرژیمجموعواستپایستارسیستمچون

نوبهبهونندمی کعملارتعاشیجاذبشکلبههمدیگربرایآونگدواینواقعدر.گرددمیبازآنبهسپسو
.می کنندجذبراهمدیگرارتعاشات

ω1ω2
( ) /ω ω1 2 2

90( ) /ω ω1 2 2



مختصات( کوپلینگ)و جفت شدن عمومی مختصات 

36

ازکهدبگیرینظردرراروبروشکلمانندآزادیدرجهدوسیستمیک
راسیستمنایقرارگیریوضعیت.استشدهتشکیلدوتاییآونگیک

نهمچنی.کردمشخصوزاویهدوباتوانمیزمانازلحظههردر
یزنومختصاتیاومختصاتباتوانمیراکاراین

تعدادبهکهمستقلمختصاتازدستههربهکلیحالتدر.دادانجام
کاملصورتهبراسیستمموقعیتبتوانندوباشندسیستمآزادیدرجات
ترکیبات.گویندمییافتهتعمیمیاعمومیمختصاتنمایند،توصیف

ازیگردایدستهعنوانبهتوانندمینیزبالاعمومیمختصاتازخطی
یکیفیزمعنیاستممکنکهچندهردهند،شکلراعمومیمختصات
.باشندنداشتهمشخص

θ1θ2
x 1x 2y 1y 2
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هایشتقمومختصاتاینحسببرراحرکتدیفرانسیلمعادلاتتوانمیعمومیمختصاتتعریفازپس
فرانسیلدیمعادله یمیرایی،بدونآزادیدرجهدوسیستمیکبراینمونه،عنوانبه.کرداستخراجآنزمانی

:گرددمیاستخراجزیرشکلبهکلیحالتدرحرکت

رایداحرکتمعادلاتکهگوییممیباشد،غیرقطریجرمماتریساگرفوقیرابطهمانندروابطیدر
معادلاتگوییممیباشد،غیرقطریسختیماتریساگرهمچنین.هستنددینامیکی(کوپلینگ)جفت شدگی

شدگیتجفباعثتواندمیعمومیمختصاتانتخابنوع.هستنداستاتیکیشدگیجفتدارایحرکت
.شودحرکتمعادلاتدرشدنجفتنوعدوهریاودینامیکیشدگیجفتاستاتیکی،

ایندر.باشدیشدگجفتفاقدحرکتمعادلاتکهکردانتخابایگونهبهرایافتهتعمیممختصاتتوانمی
چنین.ردکحلجداگانهصورتبهراآنهاتوانمیوشوندمیمستقلهمدیگرازکاملاًحرکتمعادلاتحالت

.نامندمینرمالمختصاتیااصلیمختصاترامختصاتی

m m q k k q

m m q k k q

         
         

        

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

0
0
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ازحرکتمعادلاتکهکردتعریفایگونهبهرامختصاتهموارهتوانمیغیرمیراسیستم هایبرایچهاگر
.نیستمیسرکلیحالتدرمیراهایسیستمبرایکاریچنینباشند،مستقلهمدیگر
اینباندارد،ودوجاستاتیکیودینامیکیشدگیجفتآندرکهدهندمینشانراحالتیزیرماتریسیمعادلات

:شده اندجفتهمدیگربهمیراییماتریسازوهایمؤلفهتوسطحرکتهایمعادلهحال c12c21

m q c c q k q

m q c c q k q

             
              

            

11 1 11 12 1 11 1

22 2 21 22 2 22 2

0 0 0
0 0 0

کهشودیمگفتهوشوندمیمستقلهمدیگرازحرکتمعادلاتباشد،اگرفوقیرابطهدر
جرمماتریسدوازبیترکیصورتبهرامیراییماتریستوانمیاینکهیعنیاست،تناسبیمیراییدارایسیستم

.گرفتنظردرسختیو

c c 12 21 0



مثال
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هکدهدمینشانراخودرویکازسادهمدلیکمقابلشکل
رسدوشرایطباغیریکنواختتیریکازاستعبارت

جرممرکزشود،میملاحظهشکلدرکهچنان.الاستیک
کلشبهتوجهبا.داردقرارتیرمرکزازغیرجاییدرخودرو

حسببرراحرکتمعادلات
،جرممرکزدورانوجابجایی-الف

سرتیر،دوجابجایی-ب
.بنویسیدتیردورانزاویهوPدلخواهنقطهجابجایی-ج
تاتیکیاسکوپلینگکهکنیدتعیینایگونهبهراPنقطه-د

.شودصفر
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:نویسیممیتیرایزاویهوجانبیحرکتبرایرادینامیکیتعادلیمعادلهابتدا:حل

:هستندبرقرارزیرهندسیروابطشکلبهتوجهباطرفیاز

( )

( )G G G

F ma k x k x mx I

M I α k x l k x l I θ II

    

    





1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

, ( )x x l θ x x l θ III   1 1 2 2

عمومیصاتمختحسببرسیستمحرکتهایمعادلهدینامیکی،تعادلهایمعادلهدرفوقروابطجایگذاریبا
:سیمنویمیزیرشکلبهماتریسیفرمدرراآنهاکهآیندمیبدست(جرممرکزهایجابجایی)و x

)(
0

0

0

0
2
22

2
112211

221121
IV

θ

x

lklklklk

lklkkk

θ

x

I

m

G 
















































ونیرویکاگرتاسمعنیبدینکههستنداستاتیکیکوپلینگدارایآمدهبدستمعادلاتکهشودمیملاحظه
.شودمیجرممرکزجابجاییوچرخشباعثهمزمانشود،واردجرممرکزبهاستاتیکیگشتاوریا
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:کرداستفادهزیرشکلبه(III)هندسیروابطازتوانمی

:نوشتزیرشکلبهتیرسردوجابجاییحسببرراسیستمحرکتمعادلاتو

ایندر.ندهستدینامیکیواستاتیکیشدگیجفتنوعدوهردارایمختصاتایندرآمدهبدستهایمعادله
دوازیکهربهیرونیکاگرکهاستمعنیاینبهمذکورمختصاتبیناستاتیکیشدگیجفتوجودنیزمورد

.شودمیآنسردوهرجابجاییباعثشود،واردتیرانتهای

, ( )
x l x l x x

x θ V
l l l l

 
 

 

1 2 2 1 1 2

1 2 1 2

/ ( ) / ( )
( )

/ ( ) / ( )G G

ml l l ml l l x k k x
VI

I l l I l l x k l k l x

          
         

            

2 1 2 1 1 2 1 1 2 1

1 2 1 2 2 1 1 2 2 2

0
0
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برایدینامیکیتعادلیمعادله،Pدلخواهینقطههایجابجاییحسببرحرکتمعادلاتآوردنبدستبرای
:کنیممیبازنویسیزیرشکلبهراایزاویهحرکت

:داریمهندسیروابطازاستفادهباطرفیاز.استPنقطهازجرممرکزفاصلهeآندرکه

:شوندمیاستخراجزیرشکلبهحرکتمعادلات،(VII)و(I)هایمعادلهدربالاروابطجایگذاریبا

( )P G GM I α e mx k x a k x b I θ mex VII        1 1 2 2

, , ,P P P P Gx x aθ x x bθ x x eθ I I me        2
1 2

( )
p p

P

k k k a k bm me x x
IIX

k a k b k a k bme I θ θ

         
        

         

1 2 1 2
2 2

1 2 1 2

0
0
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این.می رودبینازتیردورانوPینقطهعرضیجابجاییبیناستاتیکیشدگیجفتباشد،اگر
دورانیاوعرضیجابجاییباعثتنهاشود،اعمالPینقطهبهگشتاوریاونیرویکاگرکهاستمعنیبدان

و)باشدداشتهقرارPبرایشدهتعیینموقعیتدرجرممرکزاگرخاصحالتدر.شودمیتیر
یگرهمدازمستقلتیرجانبیحرکتوایزاویهحرکتوروندمیبینازشدگیجفتنوعدوهر(
نخواهدریدیگحرکتباعثیکیتحریکدینامیکی،واستاتیکیبارگذاریحالتدوهردروشدخواهند

ترکیبباتوانمیرااصلیمختصاتکلیحالتدر.اندشدهتعیینسیستماصلیمختصاتصورتایندر.شد
.آوردبدستآنچرخشزاویهوتیرجرممرکزجابجاییخطی

/ /a b k k 2 1

/ /a b k k 2 1

e 0



مثال
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تصاتروبرومخشکلدرشدهدادهنشانسیستمبرای
.آوریدبدسترااصلی
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:شوندمیاستخراجزیرمطابقسیستمحرکتمعادلاتنیوتونروشازاستفادهبا:حل

( )

m x k x k x

m x k x k x I

  

  

1 1 2

2 2 1

2 0
2 0

استخراجوصورتبهسیستمطبیعیهایفرکانسسیستممشخصهمعادلهحلبا
.شوندمی

/ω k m1/ω k m2 3

وبرسیمهمدیگرزامستقلیمعادلهدوبهکهکنیمتعیینایگونهبهراویافتهتعمیممختصاتخواهیممی
آنهاطبیعیفرکانس هایبایدکنند،میتوصیفرامجموعههمانآزادارتعاشاتمعادلهدواینچوناستطبیعی

زیرشکلهببایدنهایتدرحرکتهایمعادلهنتیجهدر.باشندمجموعههمانطبیعیهایفرکانسبرابرنیز
:آیندبدست

q1q2

( )

q ω q

q ω q II

 

 

2
1 1 1

2
2 2 2

0
0
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:داشتخواهیمسیستم،طبیعیهایفرکانسداشتنباو(II)در(III)رابطهجایگذاریبا

درزیرشکلهبومختصاتدوازترکیبیصورتبهراوییافتهتعمیممختصاتکنیدفرض
:باشیمگرفتهنظر

q1q2x 1x 2

( )

q x a x

q x a x III

 

 

1 1 1 2

2 1 2 2

( ) ( )

( ) ( )

k
x a x x a x

m

k
x a x x a x

m

   

   

1 1 2 1 1 2

1 2 2 1 2 2

0

3 0
:آیدمیبدستبالارابطهاز

 

 

( )
( )

( )
( )

k
x a a x a a x

a a m

k
x x a a x

a a m

   


   


1 2 1 1 2 1 2
2 1

2 1 2 1 2
2 1

1 3 2

1 2 3
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:آیدمیبدستبالایرابطهدویمقایسهبا

:داریم(I)رابطهازطرفیاز

بابرابرنداصلیمختصاتبنابراینو

 

 

k
x x x

m

k
x x x

m

  

 

1 1 2

2 1 2

2

2

,a a  1 21 1

q x x

q x x

 

 

1 1 2

2 1 2



(غیرمقید)سیستم های نیمه معین 

48

صورتهببتوانندسیستماجزایتمامارتعاشیسیستمیکدراگر
برابراآنهبیننسبیجابجاییونمایندحرکتجهتیکدرنامحدود

واستلبصحرکتیموددارایسیستمکهشودمیگفتهباشد،صفر
.نامندمیغیرمقیدیاومعیننیمههایسیستمراهاییسیستمچنین

بهفنریکتوسطکهدهدمینشانراگاریدوالفشکلمثالعنوانبه
xراستایدرنامحدودصورتبهتوانندمیوشده اندوصلهمدیگر
در.استصلبحرکتیمودیکدارایسیستمنتیجهدر.نمایندحرکت

تعاشاتاردارایتواندمیکهاستشدهدادهنشانمیلهیکنیزبشکل
نشدهمقیدجاییبهمیلهاینهمچنین.باشدخمشییاوکششیپیچشی،

.باشدصلبحرکتیمودششدارایمی تواندواست



(غیرمقید)سیستم های نیمه معین 

49

مودهایدتعداازایبهباشد،صلبحرکتیموددارایسیستمیکاگر
یرهدووباشدبازگشتبدونحرکاتدارایتواندمیصلبحرکت
خودایجبهوقتهیچیعنی)شودمینهایتبیبرابرمودهااینتناوب

مودهایعدادتبهمقیدغیرسیستمیکدیگرعبارتیبه.(نمی گرددباز
.استصفرطبیعیهایفرکانسدارایخودصلب



مثال
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بهفنریکتوسطیکسانجرمباگاریدوشکلمطابق
لشکوطبیعیهایفرکانس.شده اندوصلهمدیگر
.آوریدبدسترامجموعهمودهای
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حرکتبودنهارمونیکفرضبا

شکلدرارآنوکردهاستخراجرامجموعهحرکتدیفرانسیلیمعادلهنیوتوندومقانونازاستفادهبا:حل
:کنیممیبیانماتریسی

:آیدمیبدست

( )
x xm k k

I
x xm k k

        
         

        

1 1

2 2

0 0
0 0

iωt
x X

e
x X

   
   

   

1 1

2 2

( )
Xk mω k

II
Xk k mω

      
    

     

2
1

2
2

0
0
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دهدمیکه

:شودمیاستخراجزیرشکلبهسیستمیمشخصهمعادلهنتیجهدر

:آیدمیبدست(II)معادلاتدستگاهازنخستیمعادلهازاستفادهباطرفیاز

( )k mω k  2 2 2 0

, ( )
k

ω ω III
m

 2 2
1 2

20

X k m ω

X k




2
2

1

:دهدمینتیجهبالایرابطه،(III)یرابطهازآمدهبدستطبیعیهایفرکانسجایگذاریبا

,

ω ω

X k mω X k mω

X k X k

 
    

1 2

2 2
2 1 2 2

1 1
1 1



مثال
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بهجرمنبدوایمیلهتوسطپاندولیکروبروشکلمطابق
بیعیطهایفرکانس.استشدهآویزانغیرمقیدگارییک

.آوریدبدسترامجموعهمودهایشکلو
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رکتحهمچنینوافقیراستایدرگاریحرکتهایمعادلهشده،دادهنشانآزاددیاگرامبهتوجهبا:حل
:نوشتزیرمطابقمی توانراعمودیوافقیراستایدرآونگانتهایوزنه

sin ( )

sin ( )

cos ( )

m x T θ I

m x T θ II

m y m g T θ III



 

  

1 1

2 2

2 2 2
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:آیدمیبدستنسبیشتابروابطبهتوجهباطرفیاز

/

(cos sin ) ( sin cos )

a a a

x i rθ θ i θ j rθ θ i θ j

 

     

2 1 2 1
2

1

نتیجهدر
( cos sin ) ( sin cos )a x i y j x rθ θ rθ θ i rθ θ rθ θ j      2 2

2 2 2 1

:آیدمیبدستبالا،مرتبههایعبارتازصرفنظروθزاویهبودنکوچکفرضباکه
x x rθ

y

 



2 1

2 0
:داشتخواهیم(III)-(I)معادلاتدربالاروابطجایگذاریبا

( )

m x T θ

m x L θ T θ

m g T



  



1 1

2 1

2
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:نوشتمی توانماتریسیفرمدرکه

حرکتبودنهارمونیکفرضبا

:آیدمیبدست

( )
m m gx x

IV
m m L m gθ θ

        
         

        

1 21 1

2 2 2

0 0 0
0 0

iωt
x X

e
θ θ

   
   

   

1 1

( )
Xm ω m g

V
θm ω m Lω m g

      
    

       

2
11 2

2 2
2 2 2

0
0

می دهدنتیجهضرایبماتریسدادنقرارصفرباکه

m m Lω m m gω m gω  4 2 2 2
1 2 1 2 2 0
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:بودخواهندبرابرسیستمطبیعیفرکانسدوبنابراین

:می کنیماستفاده(V)یمعادلهازاولیرابطهازمودهاشکلآوردنبدستبرای

دهدمیکه

( )
,

m m g
ω ω

m L


  1 2

1 2
1

0

m ωθ

X m g
 

2
1

1 2

( )
,

ω ω ω ω

m mθ θ

X X m L
 


  

1 2

1 2

1 1 2
0

دستببرابرسیستمارتعاشیفرکانسکند،میلنهایتیبسمتبهجرماگرحدیحالتدر
توانمییگردعبارتیبه.استثابتگاهتکیهباآزادیدرجهیکآونگطبیعیفرکانسهمانکهآیدمی

.داشتدخواهراآونگگاهتکیهنقشوماندمیباقیثابتآنزیادبسیارجرمدلیلبهگارینمودفرض

m1/ω g L2



کوزارتعاشات آزاد سیستم های چند درجه آزادی با میرایی ویس
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باعثامیراگرهاینشود،میاستفادهویسکوزمیراگرهایازآزادیدرجهچندسیستمیکدرکههنگامی
نماییورتصبهبحرانیزیریاوبحرانیبحرانی،فوقصورتبهسیستماجزایحرکتیدامنهکهمی شوند

شکل هایتمسیسآزادیدرجاتتعدادبهمیرایی،بدونحالتمانندبحرانیزیرارتعاشاتحالتدر.یابدکاهش
نهدامنسبتوبودهخاصفرکانسیکدارایارتعاشیمودشکلهرکهدارندوجودمختلفارتعاشی
براییسکوزوهایمیراکنندهکهتفاوتاینباهستند،متفاوتیمقادیرمختلفمودهایشکلدرهاجابجایی

-میوجودبهازفاختلافآنهاهاینوسانوحرکاتبینهمدیگر،بهنسبتسیستماجزاینسبیسرعتکاهش

ارتعاشبرایکهاستحالیدراین.باشددرجه180تاصفربینتواندمیسیستماجزایبینفازاختلافوآورند
نوسانهمدیگرعکسجهتدریاو(صفرفازاختلاف)کنندمیحرکتجهتهمیاهاجرممیرایی،بدونآزاد
.(درجه180فازاختلاف)نمایندمی
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یستم هایسدرارتعاشاتدامنهکاهشنرخوارتعاشیمودهایشکلطبیعی،هایفرکانسآوردنبدستبرای
شکلبهرااییجابجبردارسپسونویسیممیماتریسیفرمدررامعادلاتابتدامیراییبدونحالتهمانندمیرا،
:نماییممیتعریفزیر

ارقرباسپس.دهدمینشانراارتعاشفرکانسآنموهومیقسمتومیرایینرخsحقیقیقسمتآندرکه
بانهایتدر.آوریممیبدستراسیستمیمشخصهمعادلهحرکت،دیفرانسیلیمعادلهدربالایرابطهدادن

.کنیممیتعیینراآنمودهایشکلوطبیعیهایفرکانسسیستمیمشخصهمعادلهکمک

    steXtx )(



مثال
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میرایینرخوطبیعیهایفرکانسارتعاشی،مودهایشکل
کلشدرشدهدادهنشانآزادیدرجهدوسیستمبرایراارتعاشات

:کنیدادهاستفزیرعددیمقادیرازمسألهحلبرای.بیابیدمقابل

,m kg1

. / ,c N s m1
/ .k N m100
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زیرصورتبهیماتریسفرمدرسیستمحرکتمعادلاتنیوتون،قوانینازاستفادهباوشکلبهتوجهبا:حل
:شوندمیاستخراج

:گیریممینظردرزیرشکلبهرامجموعهارتعاشیپاسخ

x x xm c c k k

x x xm c c k k

             
              

             

1 1 1

2 2 2

0 2 0
0 0

st
x X

e
x X

   
   

   

1 1

2 2

:دهدمیحرکتمعادلهدرجایگذاریباکه

( )
Xm s c s k c s k

I
Xc s k m s c s k

        
    

       

2
1

2
2

02
0
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:ودشصفربرابرضرایبماتریسدترمینانبایدباشد،بدیهیغیرجوابدارایمسألهآنکهبرای

ازعبارتندبالامعادلهیریشهچهارشده،دادهعددیمقادیربرای

موددوهردرمسیستارتعاشاتگفتتوانمیاست،منفیفوقمقادیرحقیقیقسمتآنکهبهتوجهباکه
:آیدمیبدست(I)رابطهازاولیمعادلهبهتوجهباحال.می باشدمیراارتعاشی

m s m c s m k s k c s k    2 4 3 2 22 3 0

, ,, ( )s i s i II     12 3 40,053 6,18 0,947 16,15

X m s c s k

X c s k

 




2
2

1

2
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:نوشتتوانمی(II)رابطهازsمقادیرازاستفادهباوفرضبااکنون

جوابتنهایدر.دارندفازاختلافمقداریهمدیگربهنسبتجرمدوجابجاییکهدهندمینشانفوقروابط
:نوشتزیرشکلبهتوانمیرامسألهکلی

.

, .

i i

s s s s

i i

s s s s

X X
a i e a i e

X X

X X
a i e a i e

X X

 

 

 

 

       

         

1 2

3 4

0,028 0,0282 2
1 2

1 1

3,06 3,062 2
3 4

1 1

1,62 0,045 1,62 1,62 0,045 1 62

0,62 0,045 0,62 0,62 0,045 0 62

X 1 1

t i t i t

i i

t i t i t

i i

x
e D e D e

x e e

e D e D e
e e

 

 

 

 

      
        

      

    
      

    

1 0,053 6,18 6,18
1 20,028 0,028

2

0,947 16,15 16,15
3 43,06 3,06

1 1
1,62 1,62

1 1
0,62 0,62
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مزدوجدوهبدومتناظرضرایبفوقروابطدربایدباشد،حقیقیعددیکمجموعهنهاییپاسخآنکهبرای
:آوریممیبدستزیرمطابقمثلثاتیتوابعفرمدرراهاپاسخنتیجهدر.باشند

درونچوکنندمیحرکت(فازهم)جهتهمصورتبهتقریباًهاجرمارتعاشاولموددرکهشودمیملاحظه
جرمدومیارتعاشموددرآنکهحال.کندنمیایجادزیادیمیراییندارد،زیادیشکلتغییرمیراگرحالتاین
باعثرمیراگبیشترشکلتغییرونمایندمیحرکت(درجه180تقریباًفازاختلاف)همعکسجهتدرتقریباًها

.استشدهبزرگتریمیرایینرخ

sin( ) cos( )

sin( ) cos( )

sin( ) cos( )

sin( ) cos( )

t

t

x t t
e C C

x t t

t t
e C C

t t





      
       

       

    
     

     

1 0,052
1 2

2

0,947
3 4

6,18 6,18
1,62 6,18 0,028 1,62 6,18 0,028

16,15 16,15
0,62 16,15 3,06 0,62 16,15 3,06



ارتعاشات هارمونیک سیستم های چند درجه آزادی 
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باکهدبگیرینظردرراآزادیدرجهچندسیستمیک
اب.شودمیتحریکمتفاوتهارمونیکنیروهای

-میاشند،بخطیسیستمبرحاکمروابطاینکهفرض
پسسونمودمحاسبهجداگانهرانیروهرتأثیرتوان
کهحالتیدرهمچنین.کردجمعهمباراآنها

سانییکتحریکفرکانسدارایهارمونیکنیروهای
حاسبهمهمزمانصورتبهراآنهاتأثیرتوانمیباشند،

.نمود
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استفادهبا.شودمیتحریکخارجینیروهایتوسطکهدهدمینشانراآزادیدرجهدوسیستمیکقبلشکل
:نوشتزیرمطابقتوانمیراسیستمحرکتهایمعادلهنیوتون،دومقانوناز

یمعادله،باشندمتفاوتیفاززاویهودامنهفرکانس،دارایاماباشند،هارمونیکدوهرشدهواردنیروهایاگر
:کردبازنویسیزیرصورتبهتوانمیرافوقحرکت

( )

( )

m x k k k x f t

m x k k x f t

          
         

         

1 1 1 2 2 1 1

2 2 2 2 2 2

0
0

i θ

i ω t i ω t

i θ

i ω t i ω t

m x k k k x Fe
e e

m x k k x F e

F
e e

F

            
            

          

   
    

  

1
1 2

2

1 2

1 1 1 2 2 1 1

2 2 2 2 2 2

1

2

0 0
0 0

0
0



67

استبدیهی.باشندیکسانیفرکانسدارایمجموعهبرواردنیروهایتمامکنیممیفرضماآتیهایبحثدر
.باشدصفربربراآنهاازبعضییدامنهآنکهیاوباشدمتفاوتیفازودامنهدارایتواندمینیروهاازیکهرکه
زیرکلشبهتوانمیراآزادیدرجهچندسیستمیکآزادارتعاشبرایکلیحرکتیمعادلهصورتایندر

:کردارائه

حالترد.کردمحاسبهجداگانهرانیروهاازیکهراثروبردکاربهراآثارجمعاصلتوانمیصورتایندر

.نوشتشکلبهتوانمیرانیروبردارباشند،یکسانتحریکهایفرکانساگرخاص i ωtF
e

F

 
 
 

1

2

        tωieFxKxM 

:بودخواهدزیرشکلبهسیستمجابجاییکهزدحدسمی توان

    tieXx 
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:آیدمیبدستحرکت،معادلهدرحدستابعکلیفرمجایگذاریبا

:کردبیانزیرصورتبهراآنمی توانقبلشکلبرایکه

نتیجهدرو

  i ωt
x X

x e
x X

  
    
   

1 1

2 2

       ( ) i ωt i ωtM ω K X e F e  2

       ( )X M ω K F  2 1

زیرشکلبهامپدانسماتریستعریفبا

     ( ) ( )Z ω K ω M  2
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اسخپماتریسراامپدانسماتریسمعکوس.دهدمینشانراهمسازهیاالحاقیماتریس()adjعبارتآندرکه
:بااستبرابرمیراغیرسیستمیکبرایکهنامندمیفرکانسی

:کردتعیینزیرمطابقراجابجاییبردارتوانمی

     
   adj( ( ) )

( )
( )

Z ω F
X Z ω F

Z ω


 

1

       ( ) ( ) ( )H ω Z ω M ω K
    
1 2 1

.ندکنمیمشخصراسیستمفیزیکیخصوصیاتامپدانسماتریسوفرکانسیپاسخماتریس
هارمونیکنیرویباتنهامجموعهوبحثموردشکلدرکهکنیدفرضمثالعنوانبهحال

:نوشتتوانمیهاجرمجابجایییدامنهمحاسبهبرایصورتایندر.باشدشدهتحریک
F 2 0( ) i ωtf t F e1 1

   ( )
X F Fk k ω m k

K ω M
X k k k ω m




        

        
        

12
2 11 1 11 2 1 2

2
2 2 2 3 20 0
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یاو

در.دهستنسیستمطبیعیهایفرکانسهمان()فوقعبارتمخرجهایریشه
:نوشتزیرمطابقسیستمطبیعیهایفرکانسحسببرتوانمیرابالایرابطهنتیجه

( )( )

k k ω m k

k k k ω mX F

k k ω m k k ω m kX

   
 

       
   

       

2
2 3 2 2

2
2 1 2 11 1
2 2 2

2 3 2 1 2 1 22 0

   ( )Z ω K ω M  2 0

( )( )

Fk k ω m k

k k k ω mX

ω ω ω ωX

     
  

       
 

  

2
12 3 2 2

2
2 1 2 11

2 2 2 2
1 22

0
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دهدمیکه

( )
,

( )( ) ( )( )

k k ω m F k F
X X

ω ω ω ω ω ω ω ω

 
 

   

2
2 3 2 1 2 1

1 22 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2

سمتبهومدواولطبیعیهایفرکانسدرجرمدوهرجابجایییدامنهکهشودمیملاحظهرابطهاینبهتوجهبا
همچنین.شودمی(رزونانس)تشدیددچارسیستمفرکانسدوایندردیگرعبارتبه.کنندمیمیلنهایتبی

کهجرمیهمانیعنیاولجرمجابجایییدامنهفرکانسدرکهشودمیملاحظه
وفرکانسینادرالبته.نامندمیرزونانسآنتیراحالتاینکهکندمیمیلصفرسمتبهبود،شدهتحریک

.استصفرمخالفدومجرمارتعاشیدامنههافرکانسدیگر
به.باشندمیفازهمجرمدوهرحرکات،رزونانسآنتیفرکانسازپیشتاشودمیمشخصبیشتربررسیبا

جرمدوارتعاشسفرکاناینازپساما.استسیستماولارتعاشیمودشکلشبیهارتعاششکلدیگرعبارتی
.استسیستمدوممودشکلشبیهارتعاشوگیردمیقرارهممخالففازدر

( ) /ω k k m 2 3 2



72

سم زمانی که نیروی هارمونیک صرفاً به ج2و 1های جابجایی جرمی دامنه
Fو            است استوارد شده 1 1 1
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m m m 1 2

k k k k  1 2 3

سم زمانی که نیروی هارمونیک صرفاً به ج2و 1های ی جابجایی جرمدامنه
.وارد شده است و از جرم ها و فنرهای یکسان استفاده شده است1



جاذب ارتعاشی
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اجزایازیکیآزادیدرجهچندهایسیستمدردیدیمچنانکه
وشودرزونانسآنتیدچارخاصیهایفرکانسدرتواندمیسیستم

به.دندگرخنثیداخلینیروهایتوسطآنبرواردخارجینیروهای
.شودذبجسیستمدیگراجزایتوسطآنارتعاشاتدیگرعبارتی

.نمودهاستفادارتعاشیجاذبطراحیبرایتوانمیخاصیتایناز
تاشودیمافزودهسیستمیکبهکهاستایوسیلهارتعاشیجاذب

هایفرکانسدرونظرموردمحلدرراسیستمآنارتعاشات
.نمایدجذبمطلوب



جاذب ارتعاشی
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دررالمقابشکلمانندآزادیدرجهیکسیستمیکمثالعنوانبه
ریکتحکهارمونینیرویتوسطکهبگیریدنظر
اینهبقبلشکلمطابقراوفنروجرمتوانمی.شودمی

کردیمتنظایگونهبهراسختیوجرممقادیروکردمتصلمجموعه
فرصبرابرجابجاییدامنهشده،دادهتحریکفرکانسدرکه

.شود

( ) i ωtf t F e1 1
m2k2

m1
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:نویسیممینیوتوندومقانونازاستفادهباراجدیدسیستمهایمعادلهابتداکاراینبرای

پاسخبودنهارمونیکفرضبا

i ωtm x k k k x F
e

m x k k x

          
         

         

1 1 1 2 2 1 1

2 2 2 2 2

0
0 0

i ωtx X
e

x X

  
   

   

1 1

2 2

:آیدمیبدستزیرصورتبهجرمدوجابجایییدامنهسازی،سادهاندکیازپسو

( )( )

k ω m k F

k k ω m k k k k ω mX F

X k ω m k k ω m kk k ω m



    
   

             
     

          

2
2 2 2 1

12 2
1 2 1 2 2 1 2 11 1

2 2 222 2 2 1 2 1 22 2 2

0
0
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:نوشتزیرمطابقراآنتوانمیکه

.تندهس(امپدانسماتریسدترمینانهایریشه)مجموعهطبیعیهایفرکانسوبالایرابطهدر
بایدفوقهایمعادلهبهتوجهباشود،صفربرابراولجرمجابجایییدامنهمذکورفرکانسدرآنکهبرایحال

:باشیمداشته

طبیعیفرکانسرابربتحریکفرکانسوشودتحریکپایهازالحاقیفنروجرمسیستمکهاستحالتیماننداین
تشدیددچارفنروجرماینحالتیچنیندرکهاستطبیعی.باشدشکلایندرشدهدادهنشانفنروجرمسیستم

بهوفتهیاکاهشپایهفنروجرمنوسانیدامنهالحاقی،فنروجرمنوسانیدامنهافزایشباچوناما.شودمی
نهایتبیسمتبهوماندمیباقیمحدودمقداریکدرالحاقیجرمارتعاشیدامنه،کندمیمیلصفرسمت

.کندنمیمیل

( )
,

( )( ) ( )( )

k ω m F k F
X X

ω ω ω ω ω ω ω ω


 

   

2
2 2 1 2 1

1 22 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2

ω1ω2

/k m ω ω k m   2
2 2 2 20
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دهدمیکه

( )
,

( )( ) ( )( )

k k ω m F k F
X X

ω ω ω ω ω ω ω ω

 
 

   

2
2 3 2 1 2 1

1 22 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2

سمتبهومدواولطبیعیهایفرکانسدرجرمدوهرجابجایییدامنهکهشودمیملاحظهرابطهاینبهتوجهبا
همچنین.شودمی(رزونانس)تشدیددچارسیستمفرکانسدوایندردیگرعبارتبه.کنندمیمیلنهایتبی

کهجرمیهمانیعنیاولجرمجابجایییدامنهفرکانسدرکهشودمیملاحظه
وفرکانسینادرالبته.نامندمیرزونانسآنتیراحالتاینکهکندمیمیلصفرسمتبهبود،شدهتحریک

.استصفرمخالفدومجرمارتعاشیدامنههافرکانسدیگر
به.باشندمیفازهمجرمدوهرحرکات،رزونانسآنتیفرکانسازپیشتاشودمیمشخصبیشتربررسیبا

جرمدوارتعاشسفرکاناینازپساما.استسیستماولارتعاشیمودشکلشبیهارتعاششکلدیگرعبارتی
.استسیستمدوممودشکلشبیهارتعاشوگیردمیقرارهممخالففازدر
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اشی از در برج تایپه از یک پاندول عظیم برای جذب ارتعاشات ن
.زمین لرزه و بادهای شدید استفاده شده است



مثال
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یروینیکتوسطآزادیدرجهیکآونگیکشکلمطابق
یکآویختنباخواهیممی.شودمیتحریکهارمونیک

.کنیمجذبراآنارتعاشاتآونگ،اینبهجدیدآونگ
دامنههککنیدتنظیمایگونهبهراجدیدآونگطولوجرم

.نمایدمیلصفرسمتبهاصلیآونگارتعاشات
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یایهپیکبهالحاقیآونگکنیممیفرضابتدا:حل
آنیعیطبفرکانسصورتایندر.باشدشدهوصلثابت
د،باشمتحرکپایهاگرحال.بودخواهدبرابر

.کندمینوسانبهشروعوشودمیتحریکالحاقیآونگ
کانسفربرابرراالحاقیآونگطبیعیفرکانساگر

پایههاینوسان،()دهیمقرارتحریک
نتیجهدر.شودتواندمیآونگاینتشدیدباعثتواندمی

یجتدربهزمانگذشتباالحاقیآونگنوسانیدامنه
ازدهشواردنیروییدامنهکهجاییتایابد،میافزایش

بهدهشواردنیروییدامنهباپایه،بهالحاقیآونگطرف
.گرددمیبرابرپایه

/g l2
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صفرربرابپایهبهواردنیروهایبرآیندصورتایندر
سمتبهآنارتعاشمیرایی،اندکیحضورباوشودمی

آونگارتعاشاتگفتتوانمیبنابراین.رودمیصفر
هملاحظ.استشدهجذبالحاقیآونگتوسطاصلی

یریتأثبذجفرکانسدرالحاقیآونگجرمگرددمی
یدامنهالحاقی،آونگجرمبهافزودنبااما.ندارد

اینجرمافزایشبازیرا.یابدمیکاهشآننوسان
یبزرگنیرویکوچک،نوسانیدامنهیکدرآونگ،

رویربنیروییتعادلایجادبرایوشودمیواردپایهبه
ازنیموردکمترینوسانیدامنه(اصلیآونگ)پایه

.است


