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الگوریتم های گراف

گرافاولیهالگوریتمهای

کمینهپوشایدرخت های

یکسانمبدأبامسیرهایکوتاهترین

رأسدوهربینمسیرهاکوتاهترین
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مقدمه

ههایمولفپینهایپتانسیلکهاستلازممعمولاًالکترونیکی،مدارهایطراحیدر
کنیمیکییکدیگر،بهآنهاسیمبندیبارامختلفی

ازمجموعهایاتصالبرایn،ازمیتوانپینn-1ازکدامهرکهکرداستفادهسیم
میکنندمتصلیکدیگربهراپیندوآنها

یمسمقدارکمترینازکهروشیمعمولاًکار،اینانجامبرایممکنراههایتمامیاز
استطراحانمطلوبمیکند،استفاده

مسئلهوکردمدلهمبندجهتبدونگرافیککمکبهرامسئلهاینمیتوان
کردپیداآنبرایراکمینهپوشایدرخت
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تعریف

یافتنمسئلهیTکمینهپوشایدرختمسئلهیبه(Minimum Spanning
Tree - MST)استمعروف.
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تعریف
بهمادادهشدهاستتکتهG=(V,E)وهمبندفرضکنیدکهیکگرافبدونجهت

راداریتمکتههنینتهآنیتالراw(u,v)یتکوزنE∋(u,v)درآنبهازایهریال
پیتداکنتیمبتهراT⊆Eمیخواهیمیتکزیرمجموعتهیبتدوندور.مشخصمیکند

یعنتی.رابهممتصلکندووزنکلآنکمینهشودGطوریکهتمامرأسهایگراف
:کمینهکردنرابطهزیر

𝑤(𝑇) = 

(𝑢,𝑣)∈𝑇

𝑤(𝑢, 𝑣)



مثال

بررسیراکمینهپوشایدرختمسئلهیحلبرایالگوریتمدوبخش،ایندر
حلبرایانهحریصتکنیکازدوهرکه؛پریمالگوریتموکروسکالالگوریتم:میکنیم
.میکننداستفادهمسئله
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استراتژی حریصانه کلی

دریالیککردناضافهباکمینهپوشایدرختدادنرشد:کلیحریصانهاستراتژی
مرحلههر

مجموعهییککلیالگوریتمAرازیرحلقهیثابتکهمیدارد،نگهرایالهااز
:کندحفظ

.یکزیرمجموعهازیکدرختپوشایکمینهاستAقبلازهربارتکرار،

درهرمرحله،یکیالمانند(u,v)ابتراپیدامیکنیمکهمیتواندبدوننقضاینث
همزیرمجموعهایازیکدرختA∪{(u,v)}اضافهشود،بهطوریکهAحلقهبه

.گفتهمیشود(safe edge)یالایمنپوشایکمینهباشد؛بهچنینیالییک

6



(ادامه)استراتژی حریصانه کلی 

:میکنیماستفادهزیرصورتبهحلقهثابتاز

چونابتدادر:آغازAمیکندحفظراحلقهثابتبدیهیصورتبهپساست،تهی.
دمیکنحفظایمنیالهایفقطکردناضافهباراحلقهثابت4-2خطوطدرحلقه:ادامه.

بهکهیالهاییتمام:پایانAهستندکمینهپوشایدرختیکدرمیشونداضافه.
کمینهپوشایدرختیکبایدمیشودبازگردانده5خطدرکهAمجموعهیبنابراین،

باشد
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چند تعریف دیگر

برشیک(S,V-S)جهتبدونگرافیکازG=(V,E)،رویتقسیمبندییک
میکندافرازV-SوSزیرمجموعهدوبهراآنکهاستGرئوسمجموعه

یالمیگوییم(u,v)∈Eبرشاز(S,V-S)درآنرأسهایازیکیاگرمیکندعبور
SدردیگریوV-Sباشد

یالهایمجموعهبهبرشیکمیگوییمAازیالیهیچاگرمیگذارداحترامAبرش
نکندقطعرا

یالهایتماممیانآنوزناگراستبرشیکازعبورکنندهسبکیالیال،یک
باشدکمینهبرش،ازعبورکننده
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مثال

مشخصروشنرنگباV-SمجموعهراسهایوتیرهرنگباSمجموعهراسهای*
شدهاند

هستندAمجموعهبهمتعلقشدهزدهسایهیالهای*
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قضیه

:اثبات

کنیدفرضTکهباشدکمینهپوشایدرختیکAهمچنینمیگیرد؛بردررا
تماماثباتباشد،طورایناگرکهچرانباشد،(u,v)یالشاملTکهکنیدفرض
.استشده
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قضیه
وهمبندباشدکهدرآنبهازایهریکگرافبدونجهتG=(V,E)فرضکنیدکه

.راداریمکتههنینتهآنیتالرامشتخصمتیکنتدw(u,v)یکوزنE∋(u,v)یال
باشدکهیکدرختپوشتایکمینتهدرEیکزیرمجموعهازAهمچنینفرضکنید

Eآنرادربرمیگیردوفرضکنیدکه(S,V-S)یکبرشدلخواهباشتدکتهبتهA

درایتن.باشتد(S,V-S)یکیالسبکعبورکنندهازبرش(u,v)میگذاردواحترام
.یکیالایمناست(S,V-S)برایبرش(u,v)صورت،یال



(ادامه)قضیه 

،ماننددیگرکمینهپوشایدرختیکماحالTꞌشاملکهمیسازیمA∪{(u,v)}

خواهدایمنAبرای(u,v)یالآنگاهبدهیم،انجامراکاریچنینبتوانیماگر)است
(شدخواهدانجاماثباتوبود

یال(u,v)سادهیمسیرروییالهایهمراهبهpازuبهvدرT،رادوریک
میدهدتشکیل
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(ادامه)قضیه 

چونuوvبرشمختلفطرفدودر(S,V-S)دریالیکحداقلدارند،قرارT

چنین(x,y)کنیدفرض.میکندعبور(S,V-S)برشازکهداردقرارpمسیرروی
.میگذارداحترامAبهبرشچوننیست،Aدر(x,y)یال.باشدیالی

کهآنجاییاز(x,y)ازیکتاییمسیررویuبهvدرT،یالحذفاست(x,y)

بهرامؤلفهدوایندوباره(u,v)کردناضافه.میشکندمؤلفهدوبهراTدرخت
راTꞌ=T-{(x,y)}∪{(u,v)}جدیدپوشایدرختیکومیکندمتصلیکدیگر
.میسازد

چون(u,v)ازعبورکنندهسبکیالیک(S,V-S)یالواست(x,y)اینازهم
:بنابراین.w(u,v)≤w(x,y)میکند،عبوربرش

w(Tꞌ)=w(T)-w(x,y)+w(u,v)≤w(T)
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(ادامه)قضیه 

ولیT،یکدرختپوشایکمینهاست،بنابراینw(T)≤w(Tꞌ).پسTꞌهمباید
.یکدرختپوشایکمینهباشد

کافیاستنشاندهیمکه(u,v)واقعاًیکیالایمنبرایAداریم.استA⊆Tꞌ،
.A∪{(u,v)}⊆Tꞌ؛بنابراینA∌(x,y)وA⊆Tچراکه

درنتیجه،ازآنجاییکهTꞌ،یکدرختپوشایکمینهاست(u,v)برایAایمن
.است
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شبه کد: الگوریتم کروسکال
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کروسکالالگوریتم(Kruskal)ایمنیالمرحله،هردر(u,v)یالیکیافتنبارا
لمتصهمبهجنگلدررامختلفدرختدوکهیالهاییتماممیانازکمینهوزنبا

.مینمایدتعیینمیکنند،



مثال: الگوریتم کروسکال
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زمان اجرا: الگوریتم کروسکال

16

مرتبهازکروسکالالگوریتماجرایزمانO(E lgE)(چرا؟).است

صورتبهمیتوانراالگوریتمایناجرایزمانO(E lgV)کردبازنویسیهم.



الگوریتم پریم
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مجموعهییالهایکهداردراخصوصیتاینپریمالگوریتمAیکتشکیلهمیشه
.میدهنددرخت

دلخواهریشهیرأسیکازدرختاینrمیدهدادامهکردنرشدبهومیشودآغاز
.بپوشاندراVرأسهایتمامکهزمانیتا

درختبهسبکیالیکمرحله،هردرAرأسهایازیکیکهمیشوداضافه
.میکندوصلاینولهرأسیکبهراAمجموعه

اولویتصفیکدرنیستنددرختدرکهرأسهاییتمامالگوریتم،اجرایحین
.میشودتعیینkeyفیلدحسببراولویتآندرکهدارند،قرارQکمینهی

مانندرأسهربرایv،فیلدv.keyکهاستیالیکمینهوزنبرابرvراسیکبهرا
∞=v.keyآنگاهباشدنداشتهوجودیالیچنیناگر.میکندمتصلدرخت

فیلدv.πپدرvمیکندمشخصدرختدررا.



شبه کد: الگوریتم پریم
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مثال: الگوریتم پریم
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زمان اجرا: الگوریتم پریم
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بااستبرابرپریمالگوریتماجرایزمانO(E lgV)


