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حرکتمعادله دیفرانسیل 
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. یک جرم و فنر با میراگر ویسکوز را در نظر بگیرید
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زیرمطابقتوانمیراحرکتدیفرانسیلیمعادلهجرم،آزاددیاگرامبهتوجهباونیوتوندومقانونازاستفادهبا
:نموداستخراج

.باشدنغیرهمگوهمگنجوابدودارایتواندمیکهاستغیرهمگنیمعادلهیکفوقدیفرانسیلیمعادله

)(tfxkxcxm  



پاسخ سیستم های غیرمیرا به تحریک هارمونیک
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یکبهسیستماینپاسخآوردنبدستبرای،(c=0)باشدغیرمیراکهگیریممینظردرراسیستمیابتدادر
:نماییممیمعرفیمثلثاتیتابعیکبازیرمطابقراتحریکنیرویهارمونیک،تحریک

:شودمینوشتهزیرشکلبهحرکتیمعادلهصورتایندر
)cos()( tFtf 

)cos( tωFxkxm 
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:گیریممینظردرغیرهمگنوهمگنحلجمعحاصلصورتبهراپاسخفوق،یمعادلهحلبرای

:بگیریمنظردرصفربرابربایدرامعادلهراستسمتمعادله،همگنحلبرای

)()()( txtxtx ph 

mktBtAtx nnnh /),cos()sin()(  

صورتبهرااسخپمسأله،فیزیکبهتوجهباتوانیممیآن،خصوصحلیامعادلهغیرهمگنپاسخیافتنبرای
:شودمتناوبجابجایییکباعثمتناوبنیروییکمی رودانتظارزیرانماییمفرضهارمونیک

)cos()( tXtxp 
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:آیدمیبدستحرکت،معادلهدرشدهبینیپیشپاسخجایگذاریبا

نتیجهدرو

:آوردبدستزیرشکلبهرابزرگنماییضریبتوانمیبالارابطهازاستفادهبا

( ) cos( ) cos( )mω k X ωt F ωt  2

 

n

F
F k

X
k m ω ω

ω

 
  

 
 

22

1

st

n

X
M

δ ω

ω

 
 

 
 

2
1

1



9

:گیریممینظردرغیرهمگنوهمگنحلجمعحاصلصورتبهراپاسخفوق،یمعادلهحلبرای

:بگیریمنظردرصفربرابربایدرامعادلهراستسمتمعادله،همگنحلبرای

)()()( txtxtx ph 

mktBtAtx nnnh /),cos()sin()(  

صورتبهرااسخپمسأله،فیزیکبهتوجهباتوانیممیآن،خصوصحلیامعادلهغیرهمگنپاسخیافتنبرای
:شودمتناوبجابجایییکباعثمتناوبنیروییکمی رودانتظارزیرانماییمفرضهارمونیک

)cos()( tXtxp 
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دون میراییسیستم بیک برای ی نیرو ی جابجایی به دامنهنسبت دامنه
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دون میراییبرای یک سیستم ببجایی اجی نیرو و اختلاف فاز بین نیرو و ی جابجایی به دامنهنسبت دامنه
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نماییتوابعازفادهاستباراجابجاییونیروتوانیممیهارمونیک،تحریکبهسیستمپاسخآوردنبدستبرای
:نماییمتعریف

.دهدمیبدستراقبلینتیجههمانکه

ti

ti

eXtx

eFtf









)(

)(



مثال
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هکدهدمینشانراآزادیدرجهیکسیستمیک
هارمونیکنیرویتأثیرتحت

ایگونههبرانیرونوسانفرکانس.استگرفتهقرار
3بربراوزنهجابجایییدامنهکهکنیدتنظیم

:کنیدفرض.باشدسانتیمتر

( ) sin( )f t ωt 2

2, 0.01 . ,

0.1 .
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:نوشتزیرشکلبهتوانمیراجرموقرقرهحرکتیمعادله:حل

 ( )( ) ( )o o oM I θ k rθ r T r I θ I     2

)()( IIymTtfmaF  
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:بگیریمنظردرصفربرابربایدرامعادلهراستسمتمعادله،همگنحلبرای

بااستبرابرسیستمطبیعیفرکانسبنابراین

:آیدمیبدستقیدییرابطهازگیریبهرهباوکششنیرویحذفبا θry 2 T

)(tfykym eqeq 

/ , /eq o eqm m I r k k  22 2

/
( / )
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k
ω rad s

m
  




100 2 5,7740,011
2 0,01
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:نوشتتوانمیجابجاییونیرونسبتیرابطهازاستفادهباحال
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n

F k
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ω ω
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بایدلزوماً،()استاستاتیکیجابجاییازکمترشدهخواستهجابجایییدامنهکهآنجاییاز
:شودمیسادهزیرشکلبهبالایرابطهنتیجهدر.باشد

)/( eqkFY 

( / )nω ω  2

( / )n

eq

F
ω ω rad s

k Y
     



21 5,774 1 8,82
50 0,03



مثال
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استتهگرفقرارمحوریکرویبردیسکیکشکلمطابق
فنرهآنکازپیش.شودمیواردآنبههارمونیکنیروییکو

فرکانسشود،وصلمجموعهبهشدهدادهنشانمارپیچ
واستبودهربرابمجموعهپیچشیطبیعیفرکانسباتحریک

الح.گردیدمیتشدیددچارمجموعهشدهدادهتحریکبا
بیعیطفرکانسمارپیچ،فنراینشدناضافهباخواهیممی

بهورمحپیچشیدامنهکهکندتغییرایگونهبهمجموعه
.شودودمحدآناستاتیکیپیچشیزاویهبرابردوحداکثر

باشد؟چقدربایدفنرسختی
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بااستبرابرسیستمطبیعیفرکانسمارپیچ،فنرحضوربانتیجهدر

در.یابدمیایشافزقبلحالتبهنسبتآنطبیعیفرکانسمجموعه،سختیشدنافزودهبامسألهایندر:حل
جابجایییامنهدهموارهحالتایندر.()گرددمیتحریکفرکانسازبیشترطبیعیفرکانسنتیجه

.بودخواهداستاتیکیجابجاییمساوییابزرگتر
حالتدریستمسحرکتیمعادلهکهدادنشانتوانمینیوتونروشازاستفادهباودیسکآزاددیاگرامرسمبا

:استزیرشکلبهکلی

( / )nω ω 1
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:باشیمتهداشباید،باشداستاتیکیپیچشیدامنهبرابردوازکمترپیچشینوسانیدامنهآنکهبرای

بدستبرایمارپیچ،نرفغیابدرسیستمطبیعیفرکانسبااستبرابرسیستمتحریکفرکانسکهآنجاییاز
:()دهیممیقرارصفربرابررافنرسختیبالایرابطهدرسیستم،تحریکفرکانسآوردن k 0
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:شودمیگرفتهنتیجهبالارابطهازاست،طبیعیفرکانسازکوچکترتحریکفرکانسآنکهبهتوجهبا
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پاسخ زمانی و پدیده ی ضربان
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دو،اینجمعابکهاستشدهتشکیلهمگنغیروهمگنبخشدوازحرکتمعادلهپاسخشد،گفتهچنانکه
:دآوربدستهارمونیکتحریکواولیهشرایطبهراآزادیدرجهیکسیستمکلیپاسختوانمی
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یاو

:نوشتزیرشکلبهتوانمیرافوقیمعادله،BوAضرایبتعیینومسألهیاولیهشرایطاعمالبا
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:شودمیسادهزیرکلشبهفوقیرابطه،باشدگرفتهقراربارگزاریتحتسکونحالتازسیستمکهصورتیدر
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افزایشخطیصورتبهحرکتیدامنهزمان،افزایشباوبودهناپایدارپرانتزداخلعبارتبالایرابطهدر
.دهدمیرخرزونانسیاتشدیدحالتایندر.کندمیمیلنهایتبیسمتبهتدریجبهومی یابد

یستم برای حالتسپاسخ 
n 
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مانندوبودهایدارپارتعاششکلباشند،دورطبیعیفرکانسازکافیاندازهبهکهتحریکیهایفرکانسدر
نهایتبیسمتهبتحریکفرکانسکههنگامی.شودمیدیدهآشفتههارمونیکتابعیکصورتبهزیرشکل

خواهدیزناچبسیارنوسانیدامنه،اولیهشرایطغیابدرونمایدمیمیلصفرسمتبه(II)عبارتکند،میمیل
.بود

پاسخ سیستم برای حالت  n
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پدیدهراآنکهردگیمیشکلدیگریصورتبهارتعاشطبیعی،فرکانسبهنزدیکتحریکهایفرکانسدر
یدامنههکشودمیدیدههارمونیکموجیکشکلبهارتعاشضربان،حالتدر.نامندمیضربانیاوتپش

صورتبهرونداینونمایدمیمیلصفرسمتبهسپسوبرسدخوداوجبهتایافتهافزایشآرامیبهآننوسان
شودمیتکرارمتناوب

nی که      و         به هم نزدیک هستندحالتپاسخ سیستم برای 
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ازدهاستفابا.کنیممیبازنویسیدیگریشکلبهرا(II)یمعادلهپدیده،ایندادنرخچگونگیدرکبرای
:نوشتزیرشکلبهتوانمیرا(II)یرابطهمثلثاتی،توابعاصول

 cos( ) cos( )
( ) sin .sin ( )
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باشدکوچکیمقدارطبیعیفرکانسوتحریکفرکانسبیناختلافآنکهفرضبا

nω ω ε 2

:شودمیسادهزیرشکلبه(IV)معادلهبنابراین

( ) sin( ).sin( ) ( ).sin( )
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بااستبرابرضربانفرکانسنتیجهدرو

/b

n

π π π
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ε ε ω ω
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ابوزمانطولدرکهاستهارمونیکتابعیکضریبآمدهبدستیرابطهدر

.استبرابرکوچکفرکانسباآننوسانیدامنهکهنمایدمینوسانکمیبسیارسرعت
توجهبا.گرفتهرهبمربوطهشکلازتوانمی(دامنهپیکدوبینزمانییفاصله)ضربانتناوبزمانیافتنبرای

یعنی،تابعتناوبیدورهنصفبااستبرابرضربانتناوبزمانشکل،اینبه )sin( t

( ) sin( )
F

A t ε t
mε ω


2





پاسخ سیستم های میرا به تحریک هارمونیک
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حل.نماییمیمتقسهمگنغیروهمگنبخشدوبهراحرکتمعادلهپاسختوانیممینیزمیراییباحالتبرای
:استویسکوزمیراییباآزادارتعاشیمعادلهحلهمانحرکت،یمعادلههمگن

 )cos()sin()( tBtAetx dd

t

h
n 




نظردرارآنمواردبیشتردرروایناز.نمایدمیمیلصفرسمتبهوشدهمیرازمانگذشتباهمگنپاسخ
برای.استکهارمونینیرویتابعکههستیممعادله(غیرهمگنحل)پایدارپاسخدنبالبهتنهاونمی گیریم

معرفیاتیمثلثتابعیکصورتبهراهارمونیکنیرویتوانیممیهمبازمعادلهغیرهمگنحلآوردنبدست
:آیدمیبدستزیرشکلبهحرکتمعادلهصورتایندرونماییم

)sin( tωFxkxcxm  
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باسیستمنوسانباعث،𝜔فرکانسبانوسانینیروییکاعمالکهنمودبینیپیشتوانمینیزحالتایندر
:شدخواهدفرکانسهمان

نیروییاومجساینرسیازناشیتواندمیکهدهدمینشانرانیروبهنسبتپاسخفازتأخیر𝜙فوقیرابطهدر
.باشدمیراکنندهدرونسیالچسبندگی

:داشتخواهیمحرکت،یمعادلهدرحدساینجایگذاریبا

:کنیممیبازنویسیزیرشکلبهرابالایهرابطمثلثاتی،هایعبارتبسطبا

)sin()( φtωXtx 

sin( ) cos( ) sin( ) sin( )mω X ωt φ cωX ωt φ k X ωt φ F ωt      2

( ) cos( ) sin( ) sin( )

( )sin( ) cos( ) cos( ) sin( )

k mω φ cω φ X ωt

k mω φ cω φ X ωt F ωt

   

      

2

2



30

:آیدمیبدستمعادله،طرفدوازکسینوسیوسینوسیهایعبارتضرایبدادنقرارمساویبا

:آیدمیبدستیمعادلهازدومیرابطهبهتوجهبا

( ) cos( ) sin( ) ,

( )sin( ) cos( )

k mω φ cω φ X F

k mω φ cω φ

    


   

2

2 0

tan( )
( )

cω
φ

k mω


 2

ومثلثاتیروابطازگیریبهرهباوبالایرابطهازاستفادهباحال
:دهدمینتیجهآمدهبدستمعادلاتدستگاهازاولیرابطه

sin( ) tan ( )φ φ  21cos( ) tan ( )φ φ  21

( ) ( )

X

F k mω cω


 2 2 2

1



حل معادله ی حرکت به کمک توابع مختلط

31

طولانیوواردشحدودیتاراحرکتیمعادلهحلهارمونیک،توابعتوصیفبرایمثلثاتیتوابعازاستفاده
توابعازشودمیدادهترجیحروایناز.شودمینیزبیشترآزادیدرجاتافزایشباروشاینمشکلات.نمایدمی

.شوداستفادههارمونیکتوابعتوصیفبرایموهومیتوانبانمایی
:شوداستفادهزیرنماییتابعازهارمونیکنیرویتوصیفبرایکنیدفرض

tieFtf )(

:تاسهارمونیکنیزمعادلهپاسخکهنمودبینیپیشتوانمیاست،هارمونیکتحریکتابعچون

( ) ,i t ix t X e X X e  
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:آیدمیبدستحرکت،یمعادلهدرجابجاییونیروبرایشدهتعریفروابطجایگذاریبا

نتیجهدرو

( ) iωt iωtk mω icω X e F e    
2

( )

iφX X
e

F F k mω icω

 
 2

1

:شودمینامیدهمختلطفرکانسیپاسخدهد،مینشانرانیروبهجابجایینسبتکهمعادلهدومسمت

( )
( )

X
H ω

F k mω icω
 

 2
1
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جبری،معادلاتبهخطیدیفرانسیلمعادلاتتبدیلباتواندمیمختلطنماییتوابعبکارگیریشودمیملاحظه
.نمایدترسادهوترسریعرامعادلهپاسخبهرسیدن

زیرصورتبهتوانمیراآمدهبدستهایمعادلهوروابطازاستفادهبا
:نوشت

mkn //ξ c k m 2

/
tan ,

n

n
n n

ω
ξ

ω X k
φ

Fω
ω ω

ξω
ω ω

 
 
 

 
                    

2 22 2

2
1

1 1 2
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:شودمینوشتهزیرشکلبهبالایرابطهکمکبهبزرگنماییضریب

/st

n n

X X
M

δ F k
ω ω

ξ
ω ω

  

    
     
     

22 2

1

1 2

:دادقرارصفربرابروتگرفمشتقفرکانسبهنسبتبزرگنماییضریبازبایدتشدید،فرکانسیافتنبرای

dM

dω
0
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بااستمساوی،استتشدیدفرکانسبهمربوطکهنوسانیدامنهحداکثر

.افتدنمیاتفاقتشدیدنتیجهدرونداردوجودایریشهمقادیردرکهدهدمینشانبالایمعادلهحل
:افتدمیاتفاقزیرفرکانسدرتشدیدواستریشهدارایگفتهپیشیرابطهمقادیردر

/ ξ1 2
/ξ 0 1 2

nω ξ ω  21 2

maxst

X

δ ξ ξ

 
 

 
2

1
2 1
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پاسخ سیستم یک درجه آزادی به تحریک هارمونیک



مثال

37

هبلولاسریکتیریکمقابلشکل
نشانراجرموطول

نیرویآنآزادانتهایبهکهدهدمی
-میاعمالهارمونیک

ریبضبافنریکبهتیروسطدروشود
وزویسکمیراگریکوسختی
هایانتنوسانیدامنهاگر.استشدهوصل
ضریبباشد،سانتیمتر8برابرتیرآزاد

.آوریدبدسترامیراگرمیرایی

mL 1

sin ( )f t0,2 5

kgm 3

mN /100
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:کردتعیینزیرشکلبهتوانمیراحرکتیمعادلهشده،دادهشکلبهتوجهبا:حل

( ) ( ) ( ) ( )
ML cL kL

θ θ θ L f t   
2 2 2

3 4 4
:نمودبازنویسیزیرشکلبهتوانمی،جایگذاریبارافوقیرابطه )()( tθLty 

( ) ( ) ( ) ( )
M c k

y y y f t  
3 4 4

:داریمنیرو،بهجابجایینسبتیرابطهبهتوجهباطرفیاز

( ) ( )eq eq eq

Y

F k m ω c ω


 2 2 2

1
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:داشتخواهیمنتیجهدر

. /

( ) ( )

c N s m
c

  

   2 2 2

0,08 1 1
0,2 100 3 5 5

4 3 4



نسبت میرایی و نقاط نیم توان

40

مقداردارای(شدیدتفرکانسدرجابجایینسبت)جابجایینسبتحداکثرباشد،بزرگترمیرایینسبتهرچه
بدستتلفمخهایفرکانسدرراجابجایینسبتآزمایش،باتوانمیعملیمسائلدر.بودخواهدکوچکتری

:کردتخراجاسزیریرابطهازرامیرایینسبتآن،بامتناظرجابجاییوتشدیدفرکانستعیینباوآورد

دروجهیتقابلخطایتواندمیتشدید،فرکانستعیینوگیریاندازهدرخطامقداریکم،هایمیراییدراما
ممکنوند،شمیانجامگسستهصورتبهفرکانسیهایگیریاندازهچونعملدر.نمایدایجادمیرایینسبت
سودمندندانچرابطهاینازمستقیمیاستفادهونگیردقرارماهایگیریاندازهمیاندرتشدیدفرکانساست

.نیست

maxst

X

δ ξ ξ

 
 

 
2

1
2 1
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ومی شوداختهشنتواننیمنقاطروشنامباکهشودمیاستفادهدیگریروشازمیرایینسبتیمحاسبهبرای
-میراییبرایراجابجایینسبتمنحنیزیرشکل.استگیریاندازهخطاهایبهنسبتکمتریحساسیتدارای

Qبهکهراجابجایینسبتحداکثرشکلایندر.دهدمینمایشتشدیدفرکانسنزدیکیدروکوچکهای

.نامیممیکیفیتضریباست،شدهمشخص

منحنی پاسخ 
فرکانسی و نقاط 

تواننیم
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:آیدمیبدستزیرمطابقکیفیتضریبکوچک،میراییهاینسبتبرای

maxst

X
Q

δ ξ

 
  
 

1
2

برای.نامندمیوانتنیمنقاطباشد،برابرجابجایینسبتآنهادرکهرانقاطیفرکانسیپاسخمنحنیدر
جایگذاریصلیایرابطهدرراتواننیمنقاطدرجابجایینسبتتوان،نیمنقاطبامتناظرهایفرکانستعیین

:کنیممی

/Q 2

st

n n

X Q

δ ξ
ω ω

ξ
ω ω

  

    
     
     

22 2

1 1
2 2 2

1 2

:رسیممیزیرهایجواببهبالایرابطهحلبا

 
n

ω
ξ ξ ξ

ω

 
    

 

2
2 21 2 2 1
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دهدمینتیجهکوچکمیراییهاینسبتبرایکه

آنکهبهتوجهباودهیم،نشانوباراتواننیمهایفرکانسکهصورتیدر
:آیدمیبدستبالارابطهازاست،

:آیدمیدرزیرشکلبهتواننیمهایفرکانسوکیفیتضریبمیرایی،نسبتبینیرابطهنتیجهدر

n

ω
ξ

ω

 
  

 

2

1 2

ω1ω2( ) /nω ω ω 2 1 2

( )

n n

ω ω ω ω
ξ

ω ω

 
 

2 2
2 1 2 1

2
24

nω
Q

ξ ω ω
 

2 1

1
2



ارتعاشات پایه

44

تحتانیکمکهایسیستمدیگروخودروهادقیق،ابزارهایصنعتی،آلاتماشینها،دستگاهاوقاتازبسیاری
سیستمهایپایهایوگاهیتکیهنواحیطریقازوپیرامونیمحیطسویازکههستنداجباریهایجابجاییتأثیر

دقتاهشکها،دستگاهعملکرددراختلالباعثتواندمیخارجیتحریکازنوعاین.شودمیمنتقلآنهابه
.شود....وخودروهاراحتیکاهشابزارها،ماشین

مانندآزادیهدرجیکسادهمدلیکمکانیکی،سیستمیکرویبرپایههایجابجاییتأثیریمطالعهبرای
.استدهشتشکیلویسکوزیمیراکنندهیکوفنریکجرم،یکازکهبگیریدنظردررابعدشکل



45

:شودمیاستخراجزیرصورتبهحرکتیمعادلهنیوتون،دومقانونازاستفادهباوشکلبهتوجهبا

)()( yxkyxcxm  
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:شودمیاستخراجزیرصورتبهحرکتیمعادلهنیوتون،دومقانونازاستفادهباوشکلبهتوجهبا

)()( yxkyxcxm  

نتیجهدرو

توانمینیززیرشکلبهz(t)=x(t)-y(t)پایهوجرمبیننسبیجابجاییبرحسبتوانمیرافوقیرابطه
:نوشت

ykycxkxcxm  

ymzkzczm  



47

شود،میمیرازمانگذشتباکهمعادلههمگنحلازتوانمیباشد،هارمونیکپایهحرکاتاینکهفرضبا
:گرفتنظردرزیرصورتبهراپایهجابجاییآن،پایدارحلیافتنبرایونمودصرفنظر

:گیردصورتفرکانسهمانبانیزجرمجابجاییکهنمودتصورتوانمی

:آیدمیبدستبالاروابطازاستفادهبا

tieYy 

tieXx 

( ) ( )iωt iωtmω i cω k X e i cω k Y e    2

نتیجهدرو
( )

( )

X i cω k

Y k m ω i cω




 2
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جرمنوسانفازرتأخینیزوپایهنوسانیدامنهبهجرمنوسانیدامنهنسبتتوانمیفوقروابطازگیریبهرهبا
:آوردبدستزیرمطابقراپایهبهنسبت

:نمودبیانتوانمینیززیرشکلبهرافوقروابط

( )
, tan ( ) tan ( )

( ) ( )

X k cω cω cω
φ

Y k m ω cω k k m ω

 
   

  

2 2
1 1

2 2 2 2

, tan tan
n n

n

n
n n

ω ω
ξ ξ
ω ωX ω

φ ξ
Y ω ωω ω

ξ
ωω ω

 

   
    

    
    

               
       

2

1 1
2 22 2

1 2 2
2

11 2
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:نمودبیانتوانمینیززیرشکلبهرافوقرابطه

( )

( )

iωt iωt iωt

iωt iωt

iωt

Z e X e Y e

k i cω
Y e Y e

k mω i cω

mωY
e

k mω i cω

 


 

 


 

2

2

2

بنابراینو

( ) ( )

n

n n

ω

ωZ mω

Y k m ω cω
ω ω

ξ
ω ω

 
 
  

      
     
     

2

2

2 2 2 22 2

1 2
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پاسخ سیستم یک درجه آزادی به تحریک هارمونیک پایه



مثال

51

ازآزادیدرجهیکمدلیکزیرشکل
سرعتباکهدهدمینشانراخودرویک
Vطولبهناهموارسطحیکرویبر

صمشخفرضبا.کندمیحرکتλموج
میراییضریبوسختیجرم،بودن

خودرو،سرعتبینیرابطهخودرو،
وجادهموجطولخودرو،نوسانیدامنه

بدستراجادههایناهمواریارتفاع
.آورید



52

نظردرزیرکلشبهسینوسیموجیکصورتبهراحرکتمسیرتوانمیشدهدادهنشانشکلبهتوجهبا:حل
:گرفت

:آوردبدستزیریرابطهازتوانمینیزراخودروتوسطشدهطیمسافتطرفیاز

sin( ) ( )
π

y Y s φ I
λ

  0
2

)(IIVts 

:گرددمیاستخراجزیرمطابقزمانحسببرخودروپایهجابجایییمعادلهبنابراین

sin( ) ( )
πV

y Y t φ III
λ

  0
2

ایهپتحریکفرکانسمقدارآندرکهآیدمیبدستتحریکیرابطهازنیزمسألهپاسخبنابراین
.است

/ω πV λ 2



نامیزانی چرخان

53

مناسبارکردکبرای.استشدهتشکیلدواروثابتهایبخشازدستگاهصنعتی،آلاتماشینازبسیاریدر
همیشهارکایناما.نگردنددستگاهارتعاشموجبتاشوند(میزان)بالانسآندوارهایبخشبایددستگاه،

ممکنزانینامیاین.هستندنامیزانیمقداریدارایهموارههادستگاهوگیردصورتکاملصورتبهنمی تواند
سایشست،شکها،پیچافتادندلیلبهدستگاهکارحیندراینکهیاوبودهدستگاهساختازناشیاست

.آیدوجودبهدیگرعواملیاودستگاهغیرمتقارن
کلیجرمارایدکهگیریممینظردررادستگاهیکدستگاه،ارتعاشاتبردوارهایجرمنامیزانیبررسیبرای
Mبرابرآنغیردواربخشجرمواستmازخروجدارایدواربخشجرممرکزکهمی کنیمفرض.باشدمی

.نمایددورانωایزاویهسرعتبابخشاینوباشدeمرکز



54
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:نوشتتوانمی(داخلینیروهایحذفازپس)مجموعهکلبراینیوتوندومقانونازاستفادهبا

( )F M m a m a   1 2

:نوشتزیرمطابقتوانمیشکلازاستفادهبارافوقیرابطه

xcxkymxmM   )(
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:نمودفرضزیرشکلبهتوانمیرارابطهاینپایدارحالتپاسخ

:دهدمینتیجهکه

سادهیرزصورتبهبالایرابطهبنابراین.استکهدانیممیشکلبهتوجهباطرفیاز
:می شود

)sin( texy 

sin( )Mx c x k x m eω ωt   2

:نوشتزیرمطابقتوانمیرابالایمعادلهشکلبهنامیزانینیرویفرضبا F m eω 2

sin( )Mx c x k x F t  

)sin()(   tXtx

, tan( )
( )( ) ( )

F cω
X φ

k mωk mω cω
 

 
22 2 2
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و

بدستمیرایینسبتوطبیعیفرکانسروابطداشتننظردرباوقبلی،روابطدرجایگذاریبا
:آیدمی

F m eω 2

n

n n

ω

ωM X

m e
ω ω

ξ
ω ω

 
 
 



    
     
     

2

22 2

1 2

tan
n

n

ω
ξ

ω
φ

ω

ω

 
 
 


 

 
 

2

2

1
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پاسخ سیستم یک درجه آزادی به نامیزانی دوار



59

داریمطرفیاز

سمتبهارتعاشیدامنهمیرایی،نسبتمقادیرتمامدروبالابسیاردورانیهایسرعتدرشکل،بهتوجهبا
180سمتبهزنیدواربخشوثابتبخشجابجاییبینفازاختلافحالتایندر.نمایدمیمیلثابتیمقدار
رمجمرکزوکنندمیحرکتهمدیگرعکسجهتدرجسمدوکهاستمعنیبداناین.کندمیمیلدرجه

مرکزکنیدفرض.کنیممیاستفادهجرممرکزتعریفازموضوعایندادننشانبرای.ماندمیباقیثابتدستگاه
:داریمجرممرکزروابطبهتوجهبا.باشدشدهدادهنشانzبادستگاهکلجرم

)(
)(

)(
I

mmM

ymxmM
z






)()sin( IItexy 

پسرود،میبالابسیارهایسرعتدرچونو  

)()sin()sin( IIItXtXx  
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:آیدمیبدست،(I)در(III)و(II)جایگذاریبا

M

temtXM
z

)sin()sin(  


:داشتخواهیمپساست،بالابسیارهایسرعتدرآنکهبهتوجهبانهایتدر /M X m e 1

z 0
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:ازبارتندعکهنمودپیشنهادمتفاوتیراهکارهایتوانمیدستگاهارتعاشکردنمحدودبرای

دوارهایبخشجرمکاهشیاودستگاهکردنبالانسبانامیزانیمقدارکاهش-1
دورانتسرعکاهشیاافزایشباتشدیدفرکانسازدستگاهدورانسرعتکردندور-2

دستگاه
دستگاهیعیطبفرکانستغییرباتشدیدفرکانسازدستگاهدورانسرعتکردندور-3
(دستگاهپذیرانعطافهایپایهسختیکاهشیاافزایش)

(اهدستگپایهدرترقویهایکنندهمیراازاستفاده)میرایینسبتافزایش-4

دستگاهغیردواربخشجرمافزایش-5



مثال

62

طولبهلولاسریکتیریکمقابلشکل
تیروسطدرکهدهدمینشانراجرمو
یکوسختیضریببافنریکبه

.استشدهوصلویسکوزمیراگر
رارقتیرانتهایدرجرمبهدوارفنیک
ایزاویهسرعتباکهاستشدهداده

یرتآزادانتهاینوسانیدامنهاگر.کندمیدوران
عیینترافننامیزانیمقدار،باشدسانتیمتر5برابر
.کنید

mL 1
kgm 3

mN /100
mNc sec/.5

kgM 3
nω ω 2



63

نیروییکوزمتمرکجرمیکشکلباتوانمیراتیرانتهایفناثرشده،دادهنشانشکلبهتوجهبا:حل
شکلهبتوانمیرامجموعهحرکتیمعادلهروایناز.گرفتنظردر،استنامیزانیازناشیکههارمونیک

:کرداستخراجزیر

آندرکه

( ) sin( )
mL cL kL

ML θ θ θ L meω ωt    
2 2 2

2 2

3 4 4
:داشتخواهیمتبدیلازاستفادهباو Ltytθ /)()( 

sin( ),eq eq eqm y c y k y F t  

( ) , . , ,eq eq eq

m c k
m M c k F meω        24 1 25 25

3 4 4
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بااستبرابرسیستممیرایینسبتشده،دادهاطلاعاتبهتوجهبا

:آیدمیبدستنامیزانی،بهمربوطیرابطهازاستفادهباحال

eq

eq eq

c
ξ

k m
  



1,25 0,0625
2 2 25 4

.
( ) ( )

me kg m
me


   

   

2

2 2 2

4 0,05 2 3,0104 0,664
1 2 2 0,0625 2



جداسازی ارتعاشات

65

ازهریکعاشاتارتوصنعتیکارگاهیکدرمختلفهایدستگاهوجودشد،گفتهپیشینمباحثدرچنانکه
-تکیهطریقازستگاهدیکارتعاشاتکهترتیباینبهبگذارد،تأثیرهادستگاهدیگرعملکردبرتواندمیآنها

طریقاززنیزمینسطحدرشدهمنتقللرزشیامواجوگرددمیزمینلرزشباعثوشدهمنتقلزمینبههاگاه
-دستگاهدیگرردعملکدراختلالباعثتنهانههاییلرزشچنین.شودمیمنتقلآنهابههادستگاهدیگرهایپایه

.بشوندزنیکارگاهمحیطدرحاضرکارگرانداخلیهایاندامعملکرددراختلالباعثتوانندمیمی شوند،ها

:می گردندتعریفزیرهدفدوارتعاشاتجداسازیمبحثدر
.شودمنتقل(زمین)هاپایهبهکوچکترینیرویارتعاشیهایسیستمطرفاز-1
.یابدانتقالهادستگاهدیگربهکمتریارتعاش(زمین)هاپایهدرلرزشوجودصورتدر-2



نیروی انتقال یافته به زمین

66

.شودواردخارجیهارمونیکنیرویدستگاهیکبهشکل،مطابقکنیدفرض tieFtf )(



67

:آیدمیبدستزیررابطهازوبودههارمونیکدستگاهجابجاییدانیممی

بااستبرابرزمینبهشدهمنتقلنیرویبنابراین

( ) ,
( )

iωt F
x t X e X

k mω icω
 

 2

tωi

T eXkωcixkxctf )()(  

فرضبا
ti

TT eFtf )(

بااستبرابرانتقالینیرویدامنه

( )

( )
T

i cω k F
F

k mω icω




 2
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بااستبرابر(خارجینیرویبهانتقالینیروی)نیروانتقالنسبتنتیجهدر

( )

( ) ( )

nT

n n

ω
ξ
ωk cωF

F k mω cω ω ω
ξ

ω ω

 
  

  
 

      
     
     

2

2 2

22 2 2 2 2

1 2

1 2

تحریکنیرویازبزرگترهموارهزمینبهشدهمنتقلنیرویهایفرکانسدرگرددمیملاحظه
.شودمیانتقالینیروییدامنهکاهشباعثمیرایینسبتافزایشمحدوده،ایندر،است

.شودمیقالیانتنیرویدامنهکاهشباعثتحریکفرکانسبیشترچههرافزایشهایفرکانسدر
مقداراهشکداشتتوجهباید.شودمیانتقالینیرویافزایشباعثمیرایینسبتافزایشمحدوده،ایندر

یابدافزایشدستگاهخودارتعاشیدامنهکهشودمیباعثمیرایی

nω ω 0 2

nω ω2
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70

سرعتازتابعیدخوارتعاشینیروییدامنهباشد،دستگاهخودنامیزانیازناشیدستگاهبهشدهواردنیرویاگر
:حالتدراین.بودخواهددستگاه

2

2 2 2

( )
,

( ) ( )
T

i c k m e
F

k m c

 

 




 

nT

n n

n n

ω
ξ
ωF ω

m eω ω
ω ω

ξ
ω ω

 
  

  
  

      
     
     

2

2

22 2 2

1 2

1 2
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جابجایی انتقال یافته از پایه

72



تحریک هارمونیک سیستم های با میرایی کولمب

73

هارمونیکیروینشکلمطابقفنروجرمیکازمتشکلسادهسیستمیکیکبهشکل،مطابقکنیدفرض
.دباشصفرمخالفلغزشسطحوجرمبینسطحاصطکاکضریبوشودواردخارجی tieFtf )(
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:نوشتزیرمطابقتوانمیراحرکتیمعادلهنیوتوندومقانونازاستفادهبا

i t

Cmx k x f F e   

آندرکه

,

,
C

μ N x
f

μ N x

 
 

 

0
0

هارمونیکصورتهبتقریباًجرمحرکتباشد،بزرگتراصطکاکنیرویازکافییاندازهبهنیروییدامنهاگر
نیرو،دامنهودنببزرگفرضبا.باشدمیگسستهصورتبهجرمحرکتصورتاینغیردروبودخواهدپایدار
:نمایدتبعیتزیریرابطهازوبودههارمونیکنیزجابجاییکنیممیفرض

)()(   tieXtx
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سیکلیکدردانیممی.دهیمقرارمعادلویسکوزمیرایییکاصطکاکی،یمیراکنندهنیرویبرایحال
بااستبرابرکولمبمیراییتوسطشدهمستهلکانرژیارتعاشی

بااستبرابرویسکوزمیراییتوسطشدهمستهلکانرژیهمچنین

بابودخواهدبرابرمعادلویسکوزمیراییفوق،عبارتدودادنقرارمساویبا

d kW μ N X 4

dW π cωX 2

k
eq

μ N
c

π ωX

4

:آیدمیبدستسازی،سادهازپسوحرکتیمعادلهدرفوقعبارتجایگذاریبا

( ) i φμ N
mω k X i F e

π
   2 4
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نتیجهدرو

( ) cos( ) sin( )
μ N

k m ω X F φ i F φ
π

 
    

 

2 4

یرابطهازگیریبهرهباوحقیقی،وموهومیهایقسمتبرایفوقیمعادلهحلبا
:آیدمیبدست

cos( ) sin ( )φ φ  21

, sin ( )

n

μ N

π FX μ N
φ

F π F
ω

ω



 
  
 

 
  
   
   

2

1
22

41
4

1

ارمونیکهپاسخفرضتاباشدبایداست،حقیقیعددیکهموارهارتعاشیدامنهکهآنجاییاز
.باشدبرقرار

μ N
F

π

4



مثال

77

مارپیچنرفیکبهلولاسریکتیریکشکلمطابق
نیرویآندیگرانتهایبهواستشدهوصل

فرض.شودمیاعمالهارمونیک
لولاونپیبینوباشدنشدهکاریروغنلولاکنید

پینعشعااگر.باشدداشتهوجودخشکاصطکاک
برابرتماسسطوحاصطکاکضریبوrبرابر

فرض)آوریدبدستراتیرارتعاشاتیدامنهباشد،
.(باشدکوچکارتعاشزاویهکنید

tieFtf )(

k
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نیرویوrبرابرپینشعاعآنکهبهتوجهبا.کنیممیمحاسبهلولامحلدررااصطکاکینیرویگشتاورابتدا:حل
برابریاصطکاکنیرویگشتاور،(استشدهصرفنظرمرکزجانبنیرویاز)استN=Mgبرابرسطحعمودی
بابودخواهد

بااستربراب()ارتعاشیسیکلیکدرگاهتکیهدراصطکاکنیرویکاربنابراین

:آیدمیبدستزیرشکلبهحرکتدیفرانسیلیمعادلهنتیجهدر

)()( θsignrMgμM f


)( φtωieθθ 

( )dW μ Mg rθ4

tωi
eqeqeqeq eFθkθcθm  
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آندرکه

دادنشانتوانمیحال

, ( ), ,d
eq eq eq eq

WML MgL kL μMgr
m k c F FL

πωθ πωθ
     

2 2

2
4 4

3 2 9

,
eq

n

eq

n

μ Mgr

kπ FLθ
ω

FL m
ω

ω

 
  
 

 
  
      

2

22

41

1



(ازه ایس)تحریک هارمونیک سیستم های با میرایی هیسترزیس 

80

یمیرایازحرکت،معادلاتدرایسازهمیرایینمودنمنظوربرایتوانمیدیدیم،سومفصلدرچنانکه
بگیریدرنظدررازیرشکلمطابقفنروجرمیکمثالعنوانبه.بردبهره()معادلویسکوز

بهتمسیساینحرکتیمعادلهنیوتون،دومقانونازاستفادهبا.شودمیواردf(t)هارمونیکنیرویآنبهکه
:شودمیاستخراجزیرصورت

)/( eqc

)(tfxkxm 
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:کنیممیهاضاففوقیرابطهبهمعادلویسکوزِمیرایییکفنر،درونایسازهمیراییاثرنمودنمنظوربرای

:نماییممعرفیزیرصورتبهنماییتابعازاستفادهباراهارمونیکنیرویکنیدفرض

:زدحدسهارمونیکصورتبهنیزراجرمجابجاییتوانمیصورتایندر

:آیدمیبدستحرکت،یمعادلهدردرجابجاییونیروجایگذاریبا

)(tfxkxcxm eq  

tieFtf )(

tieXtx )(

( ) i ωt i ωt

eqmω i ωc k Xe F e   2



سختی مختلط

82

:نوشتزیرشکلبهتوانمیراقبلییرابطه

دهشظاهرمشخصهیمعادلهدرموهومیسختییکهمانندعبارتکهشودمیملاحظهبالایرابطهدر

:شتنوزیرصورتبهرابالایمعادلهتوانمی،اییسازهمیراییضریبتعریففرضبا.است




( ) i ωt i ωtα
mω i k X e F e

π
   2

k


 

( ( )) i ωt i ωtmω k i η X e F e   2 1
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هستندادهمرفتارازتابعیدوهروآندرکهنامندمیمختلطسختیراعبارتفوقیرابطهدر
.دارندبستگیآنپلاستیک-الاستیکرفتارومادهسختیبهترتیببهو

:استزیرشکلبهایسازهمیرایینسبتوایسازهمیراییضریببینیرابطه

:نوشتزیرصورتبهتوانمیراجابجاییونیرودامنهبینیرابطهحال

:کردبازنویسیزیرمطابقتوانمیرافوقیمعادلهتعریفبا

)1( ik k

α η
β

π k
 
2 2

( )

X

F k m ω i η k


 2
1

kFst /

  /st n

X

δ ω ω i η


 
2

1
1
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تعریفباحال

:کنیممیاستخراجزیرمطابقراجابجاییونیروبینفازاختلافوجابجاییدامنه

درعمولاًمهیسترزیسمیراییباهایسازهاست،کوچکیمقدارغالباًایسازهمیراییضریبکهآنجاییاز

رکانسفدرراجابجاییدامنهتواندمیمقداردرتغییراتاندکیاما.شوندمیتشدیددچارفرکانس

.دهدکاهشزیادیحدودتاتشدید

iX X e 

    
, tan

/
/st n

n

X η
φ

δ ω ω
ω ω η

 


 

1
222 2

1
11

n 
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ی جابجایی یک سیستم یک درجه آزادی با میرایی هیسترزیسدامنه
های مختلفتحت تحریک هارمونیک در فرکانس



مثال

86

یکازآزادیدرجهیکمدلیکمقابلشکل
سرعتباکهدهدمینشانراخودرو

موجطولبهناهموارسطحیکرویبر
ریبضوسختیجرم،کنیدفرض.کندمیحرکت
،برابرترتیببهفنراییسازهمیرایی

یدامنهاگر.باشند0.05و
یدامنهباشد،سانتیمتر2برابرجادههایناهمواری

.آوریدبدستراخودرونوسان

hkmV /50

mλ 5

kgm 1000

mkNk /30η
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:نوشتزیرشکلبهتوانمیراحرکتیمعادلهنماییم،فرضکاملالاستیکرافنراگر:حل

فرکانسدارایهکدادنشانهارمونیکتابعیکباتوانمیراپایهجابجاییشکل،بهتوجهبامطابقطرفیاز
مختلطنماییتابعیکباراپایههارمونیکجابجاییکارراحتیبرایاینجادر.استنوسان

:دهیممینمایش

-میجایگزینتلطمخسختیبارافنرسختیحرکتدیفرانسیلمعادلهدر،فنرایسازهمیرایینمودنمنظوربرای

هارمونیکصورتبهنیزخودروجابجاییکنیممیفرضخودرو،ارتعاشیپاسخآوردنبدستبرای.کنیم
:باشد

)(Ikykxxm 

/ω πV λ 2

)(IIeYy tωi

)(IIIeXx tωi
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:آیدمیدرزیرجبریفرمبهحرکتدیفرانسیلیمعادلهنتیجهدر

نتیجهدرو

:داریممسألههایدادهبهتوجهبا

و

( ) ( )mω k ikη X k iη Y    2 1

  
( )

/ n

X η
IV

Y ω ω η




 

2

22 2

1

1

/ ( / )nω k m rad s  30 5,477

/ / ( / )ω πV λ π rad s
 

    
 

350 102 2 5 17,453
3600
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:آیدمیبدست،(IV)یرابطهازاستفادهبانتیجهدر

  /

X

Y


 

 

2

22 2

1 0,05 0,109
1 17,453 5,477 0,05


