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 : ممان اينرسي يا گشتاور ماند -7-1

ممان اينرسي سطح و ممان اينرسي جرم از خواا  مموس سوطا  و اج وام د وهند  و     

مشخص  ممس     مکانيک  ا اي  ا بر  وسيعي مي باشند. ب  عناان مثال ممان اينرسي سطح

 ر است. تعيين مقاومت خمشي تي

 دمچنين معا لات  يناميک اج ام صلب    حال  و ان، شامل )ممان اينرسوي دوايج جورم

ممان اينرسي سطح، ممان  است    مشخص  واب ه  ب  دندس  و تازيع جرم ج س مي باشد.

OOج محوا 1-7راي مثال مطواب  شوکل) وم سطح حال محا   ا ه شده مي باشد. ب   و

dAlممان  وم سطح مجماع خا  ه  ا    نظر بگيريد.  داشا سطح دواي براي تمام الموان 2

نشوان  ا ه و از  I   ناحي   ا ه شده ب   ست مي آيد. ممان اينرسي سطح  ا بوا dAسطح

 فرمال زير محاسب  مي شا .

dAlI                                                                   ج                  1-7) 
2 

         
 2-7شکل                          1-7شکل 

 

yx   صفح   Aسطح   . دواي لخهوي ممان   نظر گرفه  مي شاA دواي حوال محا

zyx  ج2-7)شکل  ب  صا ت زير تعريف مي شا . ,,

                                                                                    ج2-7) dAyI x

2 

                      ج                                                              3-7) dAxI y

2   

222  از آنجايي yxr   بنابراين yxO IIJ :سرانجام ، 
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                                        ج4-7) dArIIIJ yxzO

2 

و آن  ا سطح مي نامند  ممان اينرسي قطبي  ا اصطلاحاً zممان اينرسي سطحي حال محا 

 نمايش مي  دند. Jبا

ممان اينرسي سطح حال محا  دميش   ميهي مثبوت اسوت، بورعکگ، گشوهاو  اول سوطح 

 بصا ت زير تعريف مي شا .

                                                        ج5-7) ydAQx         ، xdAQy 

اينرسي حوال آن  ممان اينرسي سطح ب هگي ب  دندس  سطح و محا ي  ا     ممانمقدا  

 محاسب  مي شا .

 شعاع ژيراسيون: -7-2

اي يک سطح ن بت ب  يک محا   ا مي تاان ب  صا ت فاصل  محا  تا نقطو شعاع ژيراسيان 

گشوهاو   وموي آن نقط  مهمر ز شده است تا دمان تصا  نما     فرض مي شا ، سطح    

 ج3-7)شکل    سطح واقعي ن بت ب  محا  ايجا  مي  ر   ا تاليد نمايد. 

  ج                                                               6-7)
A

I
KAKI x

xxx  2  

                ج                                                7-7)
A

I
KAKI

y

yyy  2  

  ج                                                              8-7) 
A

I
KAKI z

zzz  2 

zyx      اينجا KKK zyxشعاع ژيراسيان حال محا  داي ,,  مي باشد. ,,

 

     
 الف         ب                                       ج                                                

 3-7شکل 
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 ابطو  بوين شوعاع  مقياسي براي گ هرش سطح از محا  ما   بحث اسوت. ،شعاع ژيراسيان

yxو شعاع ژيراسيان zKيا OKژيراسيان قطبي KK       ب  صا ت زير بيان مي شا . ,

222                                                               ج9-7) 

yxz KKK  

  :قضيه محور هاي موازي -7-3

اان بور توممان اينرسي سطح محا ي    از مر ز سطح ج س نمي گذ    ا بو   احهوي موي 

حال محا  ماازي گذ نده از مر ز دندسي بيان  ر . با تاج  بو   ح ب ممان اينرسي سطح،

CC شکل، yx  از مر ز دندسيC   مموان اينرسوي  ددف محاسب ا نان  .سطح مي گذ

yxسطح حال محا  داي    ج4-7)شکل .مي باشدماازي آنما 

 

 
 4-7شکل 

 

                      ج 10-7) 

 











A

CxC

A

C

AA

C

A

C

A

x

dAyyIAydAyy

dAydAydAyydAyI

2.2 2

2222

 

   از آنجايي 

A

dAy
A

1
مي باشد و اين فاصل  برابر صفر است،  xفاصل  مر ز ثقل تا محا  

 آيد.بنابراين قضي  محا داي ماازي    اين حالت ب  فرم زير    مي

2                                                                               ج11-7)

Cxx AyII    

 ب  دمين ترتيب:

2ج                                                                              12-7)

Cyy AxII    

ج                                              13-7) 222

CCOCOO yxAJArJJ    

ج    حالت  لي، قضي  محا داي ماازي براي محا ي    ماازي خط 5-7با تاج  ب  شکل )

 عبا   ننده از مر ز ثقل مي باشد، ب  صا ت زير ناشه  مي شا .

2AdII      ج                                                                            14-7)   
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OOممان اينرسي حال محا   I      آن        .  مي باشد    از مر ز ثقل مي گذ

I  ممان اينرسي حال محاOO   با ه وd زي       فاصل  عما ي بين  و محا  ماا

 بنابراين براي محا داي مخهصات ممان اينرسي ب  صا ت زير ناشه  مي شا . مي باشد.

 

2 ج                                                                             15-7) 

xxx AdII  

2                         ج                                                      16-7) 

yyy AdII  

2                                                                                ج17-7)

zzz AdII  

)(ج                                         18-7) 22 dydxAIIIII yxyxz  

 
 5-7شکل 

گوذ  . اول لازم نمويثقل از مر ز  دام و محا  ماازي    نظر باشد    ديچ اگر انهقال بين  

 ،انهقال يابد، پگ از يک انهقوال از ايون محوا ثقل است ب  يک محا  ماازي گذ نده از مر ز 

ماازي بوراي شوعاع ژيراسويان نيوز  دايقضي  محا  .منهقل مي شا ب  محا   وم ثقل مر ز 

 صا ق است.

222                                                                           ج19-7)  dKK  

K  مواازي محوا ي اسوت  و ثقول، شعاع ژيراسيان حال محا گذ نده از مر زK  ن آبور

 عما  بر سطحدا ممکن است    صفح  است، محا  ن  و محا فاصل  بي dاعمال مي شا  و

 د.نباش

سوطا  مر وب    داي ماازي مي تاان بوراي تعيوين مموان اينرسوي سوطح،   محا از قضي

 ج6-7)شکل  اسهفا ه نما .
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                                                                    ج20-7) 



n

i

iyi

n

i

ixx dAII
1

2

1

 

                                                            ج      21-7) 



n

i

ixi

n

i

iyy dAII
1

2

1

 

 
 5-7شکل 

براي محاسب  شعاع ژيراسيان نمي تاان از  وابطي مشاب   وابط فواق اسوهفا ه نموا  و بوراي 

 تعيين آن لازم است ابهدا ممان اينرسي و م احت مر ب  ا محاسب  نما .
 

 ي حاصلضرب:ممان اينرس -7-4

yx ا ممان اينرسي حاصلضرب ن بت ب  محا  داي  xyI  ميت   مي نامند و ب  صوا ت

 ج6-7)شکل زير تعريف مي شا .

 ج7-22)

 
 6-7شکل 

yxمي باشد و بر خلاف ممان اينرسي داي  4mواحد ممان اينرسي II    دماا ه مثبت  ,

  ، ممان اينرسي حاصلضرب يک سطح مي تااند مثبت يا منفي باشد.باشند مي

 :حاصلضرب عبا ت ت از قضي  محا  داي ماازي براي ممان اينرسي

AddII      ج23-7) yxxyxy  

 xydAI xy
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 xyIمموان اينرسوي حاصلضورب  Tتقوا ن سوطح باشودمحوا  yياxاگر يکي از محا  داي

 م اوي صفر مي شا .

 

 

 محور هاي اصلي: -7-5

yxب  عناان  سهگاه مخهصات مرجع و محا  دواي xyمحا  داي    ا بو  عنواان  سوهگاه 

دودف  بگيريود.ف عقرب  داي سواعت  و ان  ور ه اسوت    نظور   ج  خلا مخهصاتي   

yxداين بت ب  محا  تعيين ممان اينرسي , مربوا  بو  دواي بر ح وب مموان اينرسوي   

موان بو  ازاي آن حودا ثر و حوداقل ممي باشد  و   مقدا  زاوي  تعيينو  ,yxداي محا 

 ج7-7)شکل  د.دا ب   ست آياينرسي

   

 







CosSinISinICosI

dAxyCosSindAxSindAyCos

dAxSinyCosdAyI

xyyx

AAA

AA

x

.2

.2

22

2222

22











 

 بنابراين معا ل  زير نهيج  مي شا .

ج                                  24-7)  2sin2cos
22

xy

yxyx

x I
IIII

I 





  

yIو ب  دمين ترتيب مي تاان  . ب  فرم زير حاصل مي شا  

                   ج               25-7) 2sin2cos
22

xy

yxyx

y I
IIII

I 





 

yxIحال   . مطاب   وش ذ ر شده محاسب  مي شا 

  

 

    





CosSinIISinCosI

dAxyCosSindAxySindAxyCos

dAySinxCosxSinyCosdAyxI

yxxy

AAA

AA

yx

.

.

22

2222











 

 بنابراين معا ل  زير نهيج  مي شا .
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                                                ج26-7)  2cos2sin
2

xy

yx

yx I
II

I 


 

   ب  ازاي آن مقا ير حدا ثر و حداقل ممان حاصل مي شواند.  زاوي   براي بدست آو  ن

xI افي است مشه   ياyI  .م اوي صفر قرا   ا ه شاند 

 

 
 7-7شکل 

 

q    ج                                                              27-7) 
II

I

yx

xy





2
2tan  

بدست مي آيد،    از معا ل  فاق  و مقدا  براي
2


يکوي از ايون بوا دوس اخوهلاف  ا نود.  

ن  و محوا  ممان اينرسي حداقل و مقدا   يگر ممان اينرسي حدا ثر موي باشود. ايومقا ير، 

 ج28-7داي  ابط ) مرسامند.ي داي اينرسي اصلمهعامد ب  محا 

qm                                       ج28-7)

1tan
2

1          ،qm

1tan
2

1

2




 

                        معا لووو  قبلوووي بدسوووت 2مقوووا ير مموووان دووواي اينرسوووي از جايگوووذا ي مقووودا 

 ج0yxIمي آيد.)

2ج                                                    29-7)

2

max
22

xy

yxyx
I

IIII
I 







 



 

2ج                                                   30-7)

2

min
22

xy

yxyx
I

IIII
I 
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داي تقا ن دماا ه محا  داي اصلي مي باشند. البه  نمي تاان نهيج  گيري  ر     در محا 

 ابطو   ،بين ممان اينرسي داي مهعامد  و محا  مخهصات حا  اصلي بايد محا  تقا ن باشد.م

 برقرا  است.زير 

yxyxج                                                                          31-7)  IIII   


