
 آنالیز برداری
 

 

 بردارها

باشد. هنگامی که قوانین  استفاده از قوانین علم مکانیک میجبر برداری به عنوان یک ابزار قوی در بیان و 

د بود. بردار متغیری  نمستقل از محورهای مختصات خواه  ، شوندبردار نمایش داده می ی یک به وسیلهمکان

ها مستقل از هرگونه دستگاه باشد. این مشخصهمیجهت( داد )مقدار و امت یمشخصهاست که دارای دو 

اسکالر نام دارد. سرعت و نیرو   ،مختصات هستند. اگر متغیری تنها دارای مقدار )بدون امتداد یا جهت( باشد

و حجم یک  (speed)های دیگر مانند تندی های برداری هستند. از طرف دیگر کمیتهایی از کمیتمثال

و مقادیر آنها با   A,Vهای چاپی معمولاً بردار با حروف سیاه مثلهستند. در نوشته رلهای اسکاجسم کمیت

⃗⃗ 𝐴های دستی بردار به صورت شوند. در نوشته نوشته می A,Vحروف نازک مثل  و مقادیر آنها به     V⃗⃗ و⃗ 

 شوند. نشان داده می A , Vشکل

 برداریجبر 

. تعاریف زیر هستنداعداد حقیقی  جبر ان عملیات دربرداری مشابه همعملیاتی مانند جمع، تفریق و ضرب 

 آیند.ان اصول اساسی برداری به حساب میبه عنو

دون اینکه نقاط  ب  ، جهت یکسان باشند اگر دارای اندازه و سنگ هستند( )هم مساویند  A,Bدو بردار  -1

 .الف(-1-3)شکل گرفته شوندنظری آنها در  اولیه

)شکل   شود نشان داده می  A–با    ،اما از لحاظ طولی یکسان باشد  Aردار  برداری که دارای جهت مخالف ب  -2

 .ب( -3-1

 

 

 

 

 الف                                                                   ب                                       

 اندازه با جهت مخالف سنگ و ب( دو بردار همالف( دو بردار هم -1-3شکل 

ابتدا  ب -2-3که اگر مطابق شکل باشد به طوریمی c برداری مانند  B,Aمجموع یا برآیند بردارهای  -3

  ی برداری که ابتداایید،  ترسیم نم Bبردار مساوی   Aسپس از انتهای بردار ، را در نظر گرفته Aبردار مساوی 

-A 

A 

B 

A 
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این بردار برآیند معادل بردار برآیند    د.باشمی  Cکند همان بردار برآیند  وصل می  Bرا به انتهای بردار    Aبردار  

 شود. ضلاعی که توسط دو بردار ساخته مییعنی بردار قطر متوازی الا  ، باشدج می -2-3شکل 

 

  

 

 

 

 ج(                         الف(                                                      ب(                             

 الاضلاع ی متوازیع برداری آنها به همراه قاعده بردار و جم  دو -2-3شکل 

برآیند   Eبردار  3-3برای مثال مطابق شکل  ،شودیشتر از دو بردار عیناً انجام میگسترش مجموع بردارهای ب

 باشد. می   D,C, B, Aبردارهای 

 

 

 

 

 

 جمع بردارهای بیش از دو بردار -3-3شکل 

 Bهنگامی که با بردار  Cکه بردار به طوری ،شودنشان داده می A-Bکل به ش A,Bاختلاف بردارهای  -4

 A=Bاگر  ،کنندتعریف می A+(-B)را به صورت  A-Bگردد. همچنین نتیجه می Aبردار  ،شودجمع می

صفر و بدون   یاین بردار اندازه  ، (O)د شوبردار پوچ یا بردار صفر تعریف میبه عنوان  A-Bآنگاه  ،باشد

 .است  جهت مشخص

بردار حاصل در  یبه طوری که اندازه  (Ap)شود. یا تعریف می pAبه فرم   pدر اسکالر  Aضرب بردار  -5

│p│اگر مقدار  ، شودضرب میp بردار حاصل در خلاف جهت بردار  ، منفی باشدA باشد. اگر میp=0  

 باشد. و بردار حاصل بردار صفر می pA =0آنگاه 
 

A 

B 

C=A+B 

A B 

C=A+B 

B 

A 

D 

C 

B A 

E=A+B+C+D 

A 

B 

C 
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 قوانین جبر بردارها 

 :آنگاه  ،اسکالر باشد q,p و  بردار C,B,Aاگر 

(3-1                      ) A+B=B+A                   دو بردارقانون جابجایی برای جمع 

(3-2                     )A+(B+C)=(A+B)+C     سه بردار برای جمع  پذیری شرکتقانون 

(3-3                  ) p(qA)=q(pA)        ضرب  ضرب دو اسکالر نسبت به یک بردار  یپذیرشرکتقانون 

(3-4   )             (p+q)A=pA+qA  دو اسکالر نسبت به یک بردار پذیریقانون توزیع 

(3-5                   ) p(A+B)=pA+pBیک اسکالر نسبت به دو بردار پذیریقانون توزیع    

 A≥ 0بردار با طول  Aر حد( نام دارند. اگبردارهای یکه )وا ،بردارهای دارای طول واحد بردارهای یکه:

)آنگاه    ،باشد
�⃗⃗� 

|�⃗⃗� |
= 𝑎 )

𝐴

𝐴
= 𝑎  بردار یکه با همان جهت بردارA باشد و میA=Aa   یا�⃗⃗� = 𝐴𝑎  

 
 مکعب مستطیل )کارتزین(   یبردارهای یکه

واحد هستند و به   یهم عمود بوده و دارای اندازه کارتزین بردردستگاه مختصات k,j,i ی یکهبردارهای 

ه راست برای سیستم دستگااز قانون دست  ( 4-3 هستند. )مطابق شکل z,y,xترتیب در جهت محورهای 

 . شودمختصات کارتزین استفاده می

اگر چهار انگشت در جهت بردار  ،دن در نظر گرفته شو 5-3مطابق شکل B,Aاگر دو بردار  ،در حالت کلی

A    و بردارB  بردار    ،ت بیرون باشدعمود بر کف دست به سمC   خواهد بود و دوران  شصت  انگشت    تدر جه

سیستم  .( است º180کمتر از  Bبا A  ی باشد. )زاویه( میBدر جهت مثلثاتی )کمترین زاویه با  Aبردار 

 شود.رد نیز به صورت زیر تعیین میگراست

 سیستم راستگرد 

 
 

 بردارهای یکه در سه بعد  -4-3شکل          راست   فاده از قانون دست تدو بردار با اس برآیند  -5-3شکل 

z 

k 

j 
i 

O 
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 های یک بردار مولفه

جهت اجتناب از هر گونه اشتباه تایپی برای دانشجویان عزیز، بردار به صورت یک  از این قسمت به بعد،

Aبردار  هر  شود.دار نشان داده میی پیکانمولفه


نیسیستم کارتزین یع  توان نسبت به مرکزدر سه بعد را می  

o    نشان داد. اگر(3,A2,A1A  )  خروجی بردار  یکارتی نقطهدمختصاتA


آنگاه باشد،    oی با نقاط اولیه 

zyx AAA Aبردار یهای ساده یا مولفهدکارتیهای مولفه,,


zyxهای در جهت   یا مجموع  هستند.,,

kAjAiAبرآیند بردارهای  zyx


Aبرابر بردار  ,,


 باشد به طوری که می

                                                                                     
kAjAiAA zyx


++=   

)                                                    آن برابر است با: یو اندازه  ) ( ) ( )222

zyx AAAAA ++==


  

rبه خصوص بردار وضعیت با بردار شعاعی 


)  یبه نقطه   oاز   )zyx  به فرم زیر است: ,,

kzjyixr


)ی   ارای اندازه و د  =++ ) ( ) ( )222

zyx rrrrr ++==


 .(6-3)شکل    باشدمی 

   امتداد مشخص استفاده نمودتوان جهت تعیین تصویر یک بردار روی ضرب داخلی میاز حاصل

A. برای مثال تصویر بردار( 7-3)شکل 


 شود:به فرم زیر نوشته می   x روی محور  

(6-3    )                                                                                          ACosθi.A =
   

Aبه طور مشابه تصویر بردار 


Bروی برداری مانند  


 گردد.می ACos=Be.Aبه شکل   

 با استفاده از تعریف بردار یکه،  

 (3-7                     )                                                                                 𝑒B =
�⃗⃑�

|�⃗⃑�|
=

�⃗⃑� بردار

�⃗⃑� اندازه بردار
      

Aبردار  در نتیجه تصویر


Bبر روی امتداد 


به شکل    
(A⃗⃑⃗.B⃑⃗⃗)

B⃑⃗⃗
ضرب داخلی جهت تعریف ز  ا  همچنین  باشد. می  

ijkگردد. فرض کنید های هادی یک بردار استفاده میکسینوس


  ƶ,y,xهای بردارهای یکه در جهت,,

xyzو   AAA Aهای اسکالر بردار مولفه   ,,


kAjAiAAیعنی  ،باشند   zyx


  ی اگر طرفین رابطه  و =++

iاخیر در  


 :ضرب شود، آنگاه  

A⃑⃗⃗. 𝑖 = 𝐴𝑥(𝑖. 𝑖) + 𝐴𝑦(𝑗. 𝑖) + 𝐴ƶ(�⃑⃗�. 𝑖) = 𝐴𝑥                                                           (8-3)      
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 ی آن در مختصات دکارتیبردار و تصویر سه مولفه -6-3شکل 

 

 

 در یک امتداد مشخص  ک بردار تصویر ی -7-3شکل 

 

.1,..0زیرا   === kjjiii


Aiاز ضرب داخلی بردارهای xAاسکالر  ی بنابراین مولفه


می      حاصل  .

 : ، بنابراینرددگ

(9-3)              zzyyxx ACosAkAACosAjAACosAiA  ======


.,.,. 

Aپس از قرار دادن در بردار 


 : توان نوشتمی

𝐴 = 𝐴𝑐𝑜𝑠𝜃𝑥𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑦𝑗 + 𝑐𝑜𝑠𝜃ƶ�⃗�  (10-3                                             )                                 

بردار یکه مساوی واحد   یهای هادی هستند و چون اندازه کسینوس ،ی اخیرهای موجود در رابطهکسینوس

 : پس ،است

cos2𝜃𝑥 + cos
2𝜃𝑦 + cos

2𝜃𝑧 = 1   (11 -3)                                                                                        
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Aهای برداری مولفه همچنین از مقایسه


 توان نوشت: می 

(12-3)                                        
 A

 A
=Cos,   |

 A

 A
=Cos,  

 A

 A
=Cos z

z

y

y
x

x   

 ضرب نقطه یا اسکالر

Aای دو بردار اسکالر یا نقطهضرب  


Bو


  ی ضرب اندازه برابراست با حاصل  ،گرددتعریف می  �⃗⃑�.  𝐴به فرم 

B,دو بردار  A بین آنها یعنی: ی در کسینوس زاویه   

𝐴. �⃗⃑� = |𝐴||�⃗⃑�|𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝐴𝐵𝑐𝑜𝑠𝜃 , 0 ≤ 𝜃 ≤ π                 
(13-3 )                                        

 برای ضرب اسکالر معتبر است. زیرقوانین  ،  بردار نه حاصل ضرب این نوع ضرب اسکالر است   همچنین

 A⃑⃗⃗. �⃗⃑� = �⃗⃑�. 𝐴   قانون جابجایی 

 𝐴. (�⃗⃑� + 𝐶) = 𝐴. �⃗⃑� + 𝐴. 𝐶   قانون توزیع پذیری 

 𝑝. (𝐴. �⃗⃑�) = (𝑝𝐴). �⃗⃑� = 𝐴. (𝑝�⃗⃑�) = (𝐴. �⃗⃑�)𝑝   یک اسکالر است 𝑝 

 0...,1... ====== ikkjjikkjjii


 

 𝐴 = 𝐴𝑥𝑖 + 𝐴𝑦𝑗 + 𝐴𝑧�⃗�  , �⃗� = 𝐵𝑥𝑖 + 𝐵𝑦𝑗 + 𝐵𝑧�⃗�   

𝐴 . �⃗� = 𝐴𝑥𝐵𝑥 + 𝐴𝑦𝐵𝑦 + 𝐴𝑧𝐵𝑧 

𝐴 . 𝐴 = |𝐴 |
2
= 𝐴𝑥

2 + 𝐴𝑦
2 + 𝐴𝑧

2 

B⃗⃗ . �⃗� = |�⃗� |
2
= 𝐵𝑥

2 + 𝐵𝑦
2 + 𝐵𝑧

2 
. A⃗⃗ گرا B⃗⃗⃗⃗ و  مساوی صفر,A⃗⃗  B⃗⃗  بردارهاینگاه آ  ،بردارهای صفر نباشند  , B⃗⃗  A⃗⃗     عمود هستند. بر هم 

 
 ضرب خارجی یا برداری

ضرب دو  حاصل  ینتیجه   𝐶گردد که در آن  تعریف می   𝐴 ×�⃗�   𝐶=به شکل     �⃗� ,𝐴برداری    رجی یاضرب خا

به صورت حاصلضرب   �⃗�    𝐴×  یاندازه   . بردار است   𝐶یعنی    ،باشدمیاست. حاصل این نوع ضرب بردار  بردار  

,دو بردار    یاندازه  B⃗⃗   A⃗⃗     باشد. جهت برداریها مبین آن   ی زاویه  سینوس  در  ضرببر  𝐴 × �⃗�    عمود بر صفحه  

⃗⃗,�⃗� ,𝐴چنانچه  ، باشدمی  ⃗⃗⃗⃗, B⃗⃗  Aبردار دو   ⃗  𝐶  بنابراین: کنند.از قانون دست راست پیروی می 

𝐴 × �⃗� = |𝐴 ||�⃗� |𝑠𝑖𝑛𝜃 × �⃗� = 𝐴𝐵𝑠𝑖𝑛𝜃 �⃗�  , 0 ≤ 𝜃 ≤ π (14-3                  )                                
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× 𝐴جهت  ینشان دهنده  یبردار یکه uدر آن  هک  �⃗�   می باشد. اگرA⃗⃗   موازیB⃗⃗  آنگاه  ،باشدSinθ=0   

 برای ضرب خارجی دو بردار معتبراست: قوانین زیرضرب خارجی مساوی صفر است. پس 

قانون جابجایی برای ضرب خارجی معتبر نیست    𝐴 ×�⃗� =-�⃗� × 𝐴  

ی قانون توزیع پذیر     𝐴 ×(�⃗� +𝐶 ) = 𝐴 ×�⃗� +𝐴 ×𝐶   

p (𝐴 ×�⃗� ) = (p𝐴 ) × �⃗� =A× (p�⃗� ) = ( 𝐴 ×�⃗� ) p 

 یک اسکالر است.   pکه در آن 

jikikjkjikkjjii


====== ,,,0  

𝐴 اگر = 𝐴𝑥𝑖 + 𝐴𝑦𝑗 + 𝐴𝑧�⃗�  , �⃗� = 𝐵𝑥𝑖 + 𝐵𝑦𝑗 + 𝐵𝑧�⃗�     :آنگاه 

(15-3)                                                                                

zyx

zyx

BBB

AAA

kji

BA




= 

│𝐴 × �⃗� │  شود.ساخته میمساوی مساحت متوازی الاضلاعی است که با دو بردار 

× 𝐴اگر  �⃗� =0   وB⃗⃗  ,A⃗⃗    آنگاه دو بردار   ، بردارهای مخالف صفر باشندB⃗⃗  ,A⃗⃗    .موازیند 

 ضرب سه گانهلحاص

 شود:ی اسکالر به فرم زیر تعریف میگانهحاصلضرب سه 

(16-3)                                                                        ( ).
x y z

x y z

x y z

A A A

A B C B B B

C C C

 = 

𝐴آن که در  = 𝐴𝑥𝑖 + 𝐴𝑦𝑗 + 𝐴𝑧�⃗�  , �⃗� = 𝐵𝑥𝑖 + 𝐵𝑦𝑗 + 𝐵𝑧𝑘,⃗⃗⃗  𝐶 = 𝐶𝑥𝑖 + 𝐶𝑦𝑗 + 𝐶𝑧𝑘,⃗⃗⃗     

و هنگامی که    ، شودساخته میسه بردار    با گانه مساوی حجم متوازی السطوحی است که  ضرب سهاین حاصل

 :توان نشان دادگردد. همچنین میحجم منفی می ،گرد نباشدسیستم راست

A⃗⃗ . (B⃗⃗ × C⃗ ) = B⃗⃗ . (C⃗ × A⃗⃗ ) = 𝐶 . (𝐴 × �⃗� )                                                                  (17-3)   

 گردد:ف میگانه )مختلط( برداری به فرم زیر نیز تعریضرب سهحاصل

A⃗⃗ . (�⃗� × 𝐶 ) = (𝐴 . 𝐶 )�⃗� − (𝐴 . �⃗� )𝐶  (18-3                                                 )                            از

توان نشان داد: می ،ری برای ضرب مختلط برقرار استآخ  یایی که رابطهآنج  

A⃗⃗ × (�⃗� × 𝐶 ) ≠ (𝐴 . 𝐶 )�⃗� − (𝐴 − �⃗� )𝐶  (3-19)                                                                             
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مشتقات بردارها   

آنگاه   ، جود داشته باشدو  𝐴 (𝑢)بردار متناظر    uمتغیر اسکالر    یگرفته شده به وسیله اگر برای هر مقدار در نظر

𝐴 (𝑢) ابع برداری نسبت به تu شود. مشتق نامیده می  𝐴 (𝑢) گردد:به فرم زیر تعریف می 

(20-3     )                                                            
( ) ( )

  
uAuA

lim
du

Ad

0 u

u

u 

−+
=

→



 اگر: ،گرددبرداری در صورت وجود حد مهیا می ع مشتق این تاب 

𝐴 (𝑢) = 𝐴𝑥(𝑢)𝑖 + 𝐴𝑦(𝑢)𝑗 + 𝐴ƶ(𝑢)�⃗�      ,       
𝑑𝐴 

𝑑𝑢
=
𝑑𝐴𝑥
𝑑𝑢

𝑖 +
𝑑𝐴𝑦

𝑑𝑢
𝑗 +

𝑑𝐴ƶ
𝑑𝑢

�⃗�  

در صورت  𝐴 (u)ق مرتبه دوم توان مشتقات مراتب بالاتر را تعریف نمود. برای مثال مشتبه طور مشابه می

 شود:وجود به فرم زیرتعریف می

d2𝐴 

d𝑢2
=

d2𝐴𝑥

d𝑢2
𝑖 +

d2𝐴𝑦

d𝑢2
𝑗 +

d2𝐴ƶ

d𝑢2
�⃗�          (3-21)                                                                        

  (𝑢)∅اگرتوان تعریف نمود. ضرب را میسیل انتگرال، مشتق حاصل دیفران بیز مشابه حسابرای بردارها ن 

𝐴⃗⃗ و  �⃗� (u)  و  تابع اسکالر  ⃗(u)  آنگاه: ،دو تابع برداری باشند 

d

du
(∅𝐴 ) = ∅

𝑑𝐴 

𝑑𝑢
+

𝑑∅

𝑑𝑢
𝐴    (3-22                                                )                                                 

d

du
(𝐴.⃗⃗  ⃗ �⃗� ) = 𝐴.⃗⃗  ⃗

𝑑�⃗� 

𝑑𝑢
+
𝑑𝐴 

𝑑𝑢
�⃗�                             (                      23-3)  مشتق ضرب داخلی دو تابع

d

du
(𝐴 × �⃗� ) = 𝐴 ×

𝑑�⃗� 

𝑑𝑢
+
𝑑𝐴 

𝑑𝑢
× �⃗�                           یخارج دو تابع (     24-3)      مشتق ضرب 

 انتگرال توابع برداری

𝐴 (𝑢)  فرض کنید = 𝐴𝑥(𝑢)𝑖 + 𝐴𝑦(𝑢)𝑗 + 𝐴ƶ(𝑢)�⃗�   تابع برداری ازu آنگاه انتگرال نامعین   ، باشد

 ردد:گبه فرم زیر تعریف می  𝐴 (𝑢)از  

∫ A⃗⃗ (𝑢)𝑑𝑢 = 𝑖 ∫ 𝐴𝑥(𝑢)du + 𝑗 ∫ 𝐴𝑦(𝑢)du + �⃗� ∫ 𝐴𝑧(𝑢)du (3-25)                                 

A⃗⃗ (𝑢)وجود داشته باشد به طوری که  �⃗� (u)اگر تابع برداری   =
𝑑

𝑑𝑢
{�⃗� (𝑢)}   :آنگاه 

∫ A⃗⃗ (𝑢)𝑑𝑢 =∫
d

du
{B⃗⃗ (u)}du = B⃗⃗ (u) + C  (3-26)                                                                  
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حساب و  مشابه  u=βتا  u=αانتگرال معین از  باشد. می uثابت برداری دلخواه مستقل از  Cآن که در

 یعنی: ، باشددیفرانسیل توابع حقیقی می

∫ A⃗⃗ (𝑢)
B

α
du = ∫

d

du
{B⃗⃗ (u)}du =

B

α
⌈B⃗⃗ (u) + C⌉

𝛼

𝛽
= B⃗⃗ (β) − B⃗⃗ (α) (3-27                    )  

 سرعت

اگر بردار موقعیت   کند.حرکت می( 8-3)شکل نشان داده شده  Cی مسیر ستاای در راض کنید که ذره فر

= 𝑟برابر  t در زمان 𝑟 (𝑡) ی که بردار موقعیت نقطهحالی، در باشد Q  در زمانt+∆t   به فرمr + ∆r =

r (t + ∆t)   یباشد، آنگاه سرعت ذره در نقطهمی P :عبارت است از 

 

(28-3                       )                              𝑣 =
dr⃗ 

dt
= lim

 ∆t→0

∆r⃗ 

∆t
= lim

 ∆t→0

r⃗ (t+∆t)−r⃗ (t)

∆t
 

 ƶ(𝑡) = 𝑥(𝑡)𝑖 + 𝑦(𝑡)𝑗 + 𝑧(𝑡)�⃗�  (3-92  )                                                                                  

 𝑣 =
dr⃗ 

dt
=

dx⃗ 

dt
𝑖 +

dy⃗⃗ 

dt
𝑗 +

dƶ 

dt
�⃗� (3-30)                                                                                     

 گردد:نام دارد و به فرم زیر تعیین می  تندی سرعت یاندازه  

𝑣 = |𝑣 | = |
𝑑𝑟 

𝑑𝑡
| = √(

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)2 + (

𝑑𝑦

𝑑𝑡
)2 + (

𝑑ƶ

𝑑𝑡
)2 =

𝑑𝑠

𝑑𝑡
               (3-31)  

S   طول قوسی است که در راستایC یاولیه تا نقطه  ی از نقطه P  گیری شود.اندازه 

 
 مسیر ذره در دستگاه مختصات دکارتی -8-3شکل 
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 شتاب

= 𝑣 اگر
𝑑𝑟 

𝑑𝑡
 د:شوشتاب به فرم زیر تعریف می ،ه باشدسرعت ذر 

(32-3                      )                                                                𝑎 =
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
= 𝑙𝑖𝑚

 ∆t→0

�⃗� (t+∆t)−�⃗� (t)

∆t
 

= 𝑟بر حسب   𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧�⃗�   شود:زیر نوشته می به فرمن آ یو اندازه شتاب 

𝑎 =
𝑑2𝑟 

𝑑𝑡2
=
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
𝑖 +

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
𝑗 +

𝑑2𝑧

𝑑𝑡2
�⃗�  

𝑎 = |𝑎 | = |
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
| = √(

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)2 + (

𝑑𝑦

𝑑𝑡
)2 + (

𝑑ƶ

𝑑𝑡
)2            (3-33 )  

 و قائم شتاب مماسی

= 𝑟با بردار موقعیت  Pفرض کنید ذره  𝑟 (𝑡)   در راستای منحنیC  کند. حرکت می 9-3مطابق شکل

بردار نرمال ،   �⃗�مماسی را    یبردار یکه  نظر بگیرید.  سیستم دستگاه مختصات دکارتی در  نامبرده،  یبرای ذره 

 که در آن  فرض کنید Cرا بر روی    �⃗�و بردار دو قائم    �⃗⃗�یکه را  

�⃗� =
𝑑𝑟 

𝑑𝑠
  , �⃗⃗� =

𝑑�⃗� 

𝑑𝑠
   , �⃗� = �⃗� × �⃗⃗�   (3-34)  

S   ینقطه  اولیه تا   یطول قوسی از نقطه  P    وB    شعاع انحنایC    درP  ناء، انحناء نام  شعاع انح   باشد. عکس می

𝑋دارد و   =
1

𝑅
 برابر است با:   Cتوان نشان داد که شتاب در راستای می 

𝑎 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
T⃗⃗ +

𝑣2

𝑅
N⃗⃗      (3-35)  

 تاب هستند. های مماسی و قائم )شتاب مرکزی( شی بالا مولفه های اول و دوم سمت راست رابطهجمله

 

 
 مماس، بردار نرمال یکه و بردار دو قائم بر روی آن ی ی یکه مسیر ذره به همراه بردارها -9-3شکل
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 ایحرکت دایره

گیری شده در طول قوسی اندازه  sکند. اگر حرکت می Rبه شعاع  Cبر روی مسیر  P ی فرض کنید ذره 

  های بنابراین اندازه   s=Rθآنگاه    (،10-3)شکل    باشد  Oمتناظر آن در مبدا    یزاویه  θو    Pتا    Aاز    Cراستای  

 شوند: سرعت و شتاب به فرم زیر تعیین میاسی مم

𝑣 =
𝑑𝑠

𝑑𝑡
= 𝑅

𝑑𝜃

𝑑𝑡
= 𝑅ω                                   (63-3)          سرعت خطی  

𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝑑2𝑠

𝑑𝑡2
= 𝑅

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
= 𝑅𝛼         (3-73)  

ωکه  =
𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝛼و   =

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
ای هستند. بنابراین شتاب نرمال  یهای و شتاب زاوبه ترتیب سرعت زاویه  

ω2𝑅 =
𝑉2

𝑅
 باشد. می 

 

 ایحرکت ذره بر روی مسیر دایره  -10-3شکل

 ینوتاسیون مشتقات زمان

ده طه )دات( بالای متغیر استفا نق ی نهو از نشا بعضی اوقات برای سادگی از اپراتور دیفرانسیلی صرفنظر کرده 

 بنابراین:  ،گرددمشتق دوم از دو نقطه استفاده می کنند و برای می

�̇� =
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
= �̈�        و  𝑑2𝑟 

𝑑𝑡2
  ,    �̇� =

𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
       (3-38)  

 گرادیان، دیورژانس و کرل

= A⃗⃗  دبنویسی    𝐴در سیستم مختصات دکارتی متناظر بردار    (x,y,ƶ)  ی اگر برای هر نقطه A⃗⃗ (𝑥, 𝑦, ƶ)    بدین

,A⃗⃗ (𝑥باشد. می ƶ,y,xیک تابع برداری از متغیرهای   A⃗⃗معنی است که  𝑦, ƶ)   یک میدان برداری است. به

,𝑥)∅طور مشابه تابع اسکالر  𝑦, ƶ) .م زیر  اپراتور دیفرانسیل برداری دل را به فر یک میدان اسکالر است

 : شودمی از آن نتیجههای بسیار مهم زیر تعریف نموده و کمیت
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�⃗� =
𝑑

𝑑𝑡
𝑖 +

𝑑

𝑑𝑡
𝑗 +

𝑑

𝑑𝑡
�⃗�        (3-39)  

 الف( گرادیان  

∇⃗⃗ Ф = (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕

𝜕ƶ
�⃗� )Ф =

𝑑Ф

𝑑𝑥
𝑖 +

𝑑Ф

𝑑𝑦
𝑗 +

𝑑Ф

𝑑ƶ
�⃗�         (3-40)  

 شود. نیز نوشته می grad Фبه فرمبردار است و  که حاصل آن یک 

⃗⃗ A در بردار اپراتور دل ضرب داخلی حاصل  ب( دیورژانس:  یعنی: ،باشدمی  ⃗ 

∇⃗⃗ . A⃗⃗ = 𝑑𝑖𝑣A⃗⃗ = (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕

𝜕ƶ
�⃗� ) . (𝐴𝑥𝑖 + 𝐴𝑦𝑖 + 𝐴𝑧𝑖 )            (3-41)  

𝑑𝑖𝑣A⃗⃗ =
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐴𝑧

𝜕ƶ
           (3-42)  

 الر است.کس( یک اسضرب داخلی )دیورژانحاصل

 باشد.می  A⃗⃗ضرب خارجی اپراتور دل و بردار دلخواه  حاصل: ج( کرل

V⃗⃗ × 𝐴 = 𝑐𝑢𝑟𝑙𝐴 = (
∂

∂x
i +

∂

∂x
j +

∂

∂x
k⃗ ) × (𝐴𝑥𝑖 + 𝐴𝑦𝑖 + 𝐴𝑧𝑖 ) =  

|

i k⃗ k⃗ 
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕ƶ

𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧

| = (
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑦
−
𝜕𝐴𝑦

𝜕ƶ
) 𝑖 + (

𝜕𝐴𝑥

𝜕ƶ
−
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑥
) 𝑗 + (

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑦
) �⃗�   

(43-3) 

و خارجی اپراتور  اخلیای دهبسیار مهم را بین ضرب یدو نتیجه یک بردار است. ،)چرخش( کرل یتیجه ن

 توان نتیجه گرفت:میبه شکل زیر   Фو اسکالر   𝐴و بردار  

𝑑𝑖𝑉𝑐𝑢𝑟𝑙𝐴 =  ∇.⃗⃗⃗  (∇⃗⃗ × 𝐴 ) = 0      (3-44)  

𝑐𝑢𝑟𝑙𝑔𝑟𝑎𝑑∅ = ∇⃗⃗ × (∇⃗⃗ ∅) = 0            (3-45)  

 انحناء  یمحاسبه

𝑟 (𝑡)گرفتن با در نظر = 𝑥(𝑡)𝑖 + 𝑦(𝑡)𝑗 +  ƶ(𝑡)�⃗�  یذره  ردار موقعیتبه عنوان ب p  شتاب آن به ،

 شود: فرم زیر نوشته می

�̈� (𝑡) = 𝑎 (𝑡) =
𝑑𝑠

𝑑𝑡
�⃗� + 𝑘(

𝑑𝑠

𝑑𝑡
)2�⃗⃗�           (46-3)  

, 𝑘با در نظر گرفتن   �⃗⃗� , �⃗�  طبق تعریف مماس، بردار قائم اصلی و انحنا هستد. یبه ترتیب بردار یکه 
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(47-3)                        𝑘 = |
𝑑𝑟 

𝑑𝑠2
| = |

𝑑�⃗� 

𝑑𝑠
|    

 سرعت متحرک ذره برابر است با: 

ṙ (𝑡) = 𝑣 (𝑡) = |𝑣 (𝑡)|�⃗� = |�̇� (𝑡)|�⃗�        (3-48)  

𝑣 (𝑡)ضرب خارجی حاصل × 𝑎 (𝑡) شودتعیین می. 

𝑣 (𝑡) × 𝑎(𝑡) = 𝑘(
𝑑𝑠

𝑑𝑡
)2|ṙ (𝑡)|�⃗�       , |�⃗� | = �̇� (𝑡)   و 1 =

𝑑𝑠

𝑑𝑡
  

|𝑣 (𝑡) × 𝑎 (𝑡)| = 𝑘(
𝑑𝑠

𝑑𝑡
)3   → 𝑘 =

|𝑣 (𝑡) × 𝑎 (𝑡)|

(
𝑑𝑠
𝑑𝑡
)3

= 
|ṙ (𝑡)| × |�̈� (𝑡)|

|�̇� (𝑡)|
3  

بردار شتاب به  ، 11-3با توجه به شکل  رسد.( جهت رفع ابهام ضروری به نظر می46-3) یستخراج رابطها

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗مجموع دو بردار    ⃗ , AC⃗⃗⃗⃗ 𝑎 (𝑡)                                                     گردد.تجزیه می ⃗  = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 :شودزنجیری استفاده می یحال از قاعده 

𝑎 (𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
(
𝑑𝑟 

𝑑𝑡
) =

𝑑

𝑑𝑠
(
𝑑𝑟 

𝑑𝑠
.
𝑑𝑠

𝑑𝑡
) .
𝑑𝑠

𝑑𝑡
=
𝑑2𝑟 

𝑑𝑠2
(
𝑑𝑠

𝑑𝑡
)2 +

𝑑𝑡

𝑑𝑠

𝑑2𝑠

𝑑𝑡2

=
𝑑2𝑠

𝑑𝑡2
. �⃗� + (

𝑑𝑠

𝑑𝑡
)2. (

𝑑2𝑟 

𝑑𝑠2
)  

 : شودگرفته میمشتق  sزیر نسبت به  ی دو طرف رابطهاز حال 

�⃗� . �⃗� =
𝑑𝑟 

𝑑𝑠
.
𝑑𝑟 

𝑑𝑠
= 1       ,      

𝑑2𝑟 

𝑑𝑠2
.
𝑑𝑟 

𝑑𝑠
=
𝑑2𝑟

𝑑𝑠2
. �⃗� = 0 

بنابراین بردار  
𝑑2𝑟 

𝑑𝑠2
روی   ، رسم شود A ی از نقطه 11-3اگر مطابق شکل  پس  ، عمود است  �⃗�بر بردار مماس   

= �⃗�را به صورت   �⃗⃗� یقائم خواهد بود. بردار یکه ی صفحه
𝑑2�⃗⃗� 

𝑑𝑠2

|
𝑑2�⃗⃗� 

𝑑𝑠2
|

را بردار قائم   تعریف نموده و آن   

 :توان نوشتمی اب شت ی در رابطه  �⃗⃗�بنابراین با جایگذاری   نامند.می r(t)=Aلی بر جسم در نقطه اص

a⃗ (𝑡) =
𝑑2𝑠

𝑑𝑡2
�⃗� + (

𝑑𝑠

𝑑𝑡
)2 |

𝑑2𝑟 

𝑑𝑠2
| �⃗⃗�           (3-49)  

 گردد.ه صورت مجموع دو بردار تجزیه میب𝑎 (𝑡) بنابراین بردار  
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 ی آن به دو مولفه بر روی مسیر در دستگاه مختصات دکارتیبردار شتاب و تجزیه  -11-3شکل

 

 تصات قطبی در فضاخم

)عبارتند از  12-3در فضا مطابق شکل  p یمختصات قطبی نقطه  ) ,,,r  که در آنr  ی فاصله  

op,,, 
 

روابطی که   .( هستندسازدمی y,xƶ,با محورهای  opیی که اه)زاویه opنیز زوایای هادی 

 عبارتند از: ، دندهارتباط میه هم را ب  pمختصات قطبی و قائم )دکارتی( نقطه 

𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝛼   , 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝛽   , ƶ = 𝑟𝑐𝑜𝑠γ  (50-3)  

𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 + ƶ2  (51-3)  

𝑐𝑜𝑠𝛼 =
𝑥

𝑟
    , 𝑐𝑜𝑠𝛽 =

𝑦

𝑟
     , 𝑐𝑜𝑠γ =

ƶ

𝑟
           (52-3)  

𝑐𝑜𝑠2𝛼چون  + 𝑐𝑜𝑠2𝛽 + 𝑐𝑜𝑠2γ =      برای مثال اگر  ،مستقل از هم نیستندبی قط چهار مختصات 1

α وβ آنگاه  درجه باشند،  60و  45رتیب مساوی به ت𝑐𝑜𝑠γ =
1

4
γچون   = γ یا 120° =

60º پس γ ≤ 180° 

 
 

 ضادستگاه مختصات قطبی در ف -12-3شکل 
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 ای مختصات استوانه

)با مختصات  ƶ(x,y,P(دلخواه  ینقطه ، ایدر دستگاه مختصات استوانه )zr ,,شود که در  می مشخص

)اینجا   ),rینقطه مختصات قطبی Q  ی)حالت دو بعدی( یعنی تصویر نقطه  P ی روی صفحه xy   .است 

)این مختصات به صورت   )zr ,, (13-3)شکل   شودنوشته می . 

 ای و مختصات قائم چنین است: ی بین مختصات استوانه رابطه
 

𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝛼   , 𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃   , ƶ = ƶ     (3-53)  

𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2      ,       𝜃 = 𝑡𝑎𝑛−1
𝑦

𝑥
                (3-54)  

 
تواند مقادیر منفی را  مانند مختصات قطبی می rبنابراین  ،ستد نی محدو θ یقابل ذکر است که مقدار زاویه

 گردد:فرم زیر تعیین میبه ای ند. المان حجم در مختصات استوانهنیز اختیار ک 
 

𝑑𝑉 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑ƶ = (𝑑𝑥𝑑𝑦)𝑑ƶ = 𝑑𝐴𝑑ƶ = (𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃)𝑑ƶ      (55-3)  

 
 ای نهی دلخواه در دستگاه مختصات استوا مختصات نقطه -13-3شکل

 

 مختصات کروی

را مانند   OP یباشد، فاصله xy یروی صفحه آنتصویر  Qای دلخواه در فضا و نقطه P(x,y,ƶ)اگر 

 𝜑ای مثبت و به صورت زاویه 𝜑 یزاویه . دهندنشان می 𝜑را با نماد  zOP ی و زاویه rبا ختصات قبلی م

. شودداده می نشان θبا نماد  xOQ ییه. زاو(14-3)شکل شوددر نظرگرفته میدرجه  180بین صفر و 

نمادهای  ,,r یبه مختصات کروی نقطه P  موسومند که به صورت( ) ,,rPشود  نمایش داده می
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 θ یباشد و زاویهمیP ی متمم عرض نقطه 𝜑 یو زاویه  زاویه با محور طول  θحامل، شعاع  rکه در آن 

 :توان نوشتمی OPQ یاز مثلث قائم الزاویه  ه را اختیار کند.قدار دلخواتواند هر ممی

𝑂𝑄 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜑   , 𝑄𝑃 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑                                                                              (3-56)   

ONQ:            ی با توجه به مثلث قائم الزاویه OQSinNQ,  OQCos=N =O        :بنابراین 

𝑥 = 𝑂𝑁 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜑 𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑦 = 𝑁𝑄 = 𝑂𝑀 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜑 . 𝑠𝑖𝑛𝜃  , ƶ = 𝑄𝑃 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑  
(3-57)  

𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 + ƶ2 , 𝜃 = 𝑡𝑎𝑛−1
𝑦

𝑥
 , 𝜑 = 𝑐𝑜𝑠−1

ƶ

√𝑥2 + 𝑦2 + ƶ2
= 𝑐𝑜𝑠−1

ƶ

𝑟
 

های گفته  حجم زیر یک سطح، مطابق روش  یح یا محاسبهت سطومساح  ی در اکثر مسائل مربوط به محاسبه

ای و کروی بسیار ساده ت استوانهبه با استفاده از مختصاشده در حساب دیفرانسیل و انتگرال، عمل محاس

این دستگاه به فرم  المان حجم نیز در خصوصاً هنگامی که سطح مرزی، سطحی دوار است.  ، شودانجام می

 شود:زیر تعیین می

𝑑𝑉 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑ƶ = (𝑟𝑑𝑥𝑟𝑑𝜃)(𝑟𝑠𝑖𝑛Ф)𝑑Ф = 𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜑 . 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑        (3-58)  

 
 ای اه در دستگاه مختصات استوانهی دلخومختصات نقطه -14-3شکل

 

 لاپلاسین

 نامند. اخلی دو بردار دل را لاپلاسین میضرب دحاصل

∇2= ∇⃗⃗ . ∇⃗⃗ = (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕

𝜕ƶ
�⃗� ) . (

𝜕

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕

𝜕ƶ
�⃗� ) =

∂2

∂𝑥2
+
∂2

∂𝑦2
+
∂2

∂ƶ2
 

 

 شود.  به فرم زیر نوشته می در دستگاه دکارتی uبنابراین لاپلاسین سه بعدی تابعی مانند 

∇2𝑢 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕ƶ2
                 (3-59)  
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بکارگیری   ای وکروی با مختصات دکارتی )کارتزین( واستفاده از روابط حاکم بین مختصات استوانه با 

 های مختصات به فرم زیر نوشت: ن سیستمی ایبرا  توان لاپلاسین را، میمشتقات جزئی زنجیری
 

∇2𝑢 =
1

𝑝

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2
𝜕2𝑢

𝜕𝜑 2
+
𝜕2𝑢

𝜕ƶ2
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+
1

𝑟

𝑑𝑢

𝜕𝑟
+

1

𝑟2
𝑑2𝑢

𝑑𝜑 2
+
𝑑2𝑢

𝑑ƶ2
     

(3-60)  

 ای مختصات استوانه
 

∇2𝑢 =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕𝑢

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2
𝜕2𝑢

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑑

𝑑𝜃
(𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑑𝑢

𝑑𝜃
) +

1

𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃
.
𝑑2𝑢

𝑑𝜑 2
      (3-61)    

مختصات کروی    

 

 منحنی الخطرال انتگ

 نسبت به طول قوس )انتگرال منحنی الخط نوع اول( منحنی الخط انتگرال 

 a≤x≤b  , y=g(x) ی به معادله C از منحنی هموار  ABدر هر نقطه از قوس  f(x,y)فرض کنید تابع 

BppppAبا نقاط دلخواه   AB، قوس تعریف شده و پیوسته باشد n == ..,,,, 210
قوس جزئی  n به  

ام اختیار و  mروی قوس جزئی  m, A 1-mAطول قوس ms. فرض کنید (16-3)شکل  شودمیتقسیم 

)و مجموع  شده ضرب msدر طول  m,ymf(x(مقدار تابع  ) m

m

mm syxf 


=1

. اگر حد  رددتشکیل گ ,

  ی موجود و این حد مستقل از نحوه  ،کندسمت صفر میل می ه بmsمجموع فوق وقتی که بیشترین مقدار 

, 𝑥𝑚)  یتقسیم بندی و انتخاب نقطه 𝑦𝑚)   رویm  امین قوس جزئی باشد، این حد را انتگرال منحنی الخط

,𝑓(𝑥تابع  𝑦) روی منحنی C ی از نقطه A یبه نقطه B و آن را با نماد  نامندمی∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠
𝐴𝐵

یا   

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠
𝐶

 گردد.ی زیر تعیین مینشان داده و با استفاده از رابطه 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠
𝐴𝐵

= ∫ 𝑓(𝑥, 𝑔(𝑥))√1 + 𝑔′
2(𝑥)

b

𝑎
dx       (3-62)  

𝑡1)معادلات    ی به وسیله  Cاگر منحنی   ≤ 𝑡 ≤ 𝑡2)    , 𝑦 = 𝑦(𝑡)    𝑥 = 𝑥(𝑡)    ،مشخص شده باشد

 آنگاه :

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠
𝐶

= ∫ 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))√𝑥 ′2(𝑡) + 𝑦′
2(𝑡)

𝑡2
𝑡1

dt         (3-63)  
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,𝑓(𝑥الخط تابع انتگرال منحنی 𝑦, ƶ) توان روی یک منحنی فضاییرا میC   تعیین نمود. انتگرال منحنی

,𝑓(𝑥 ع الخط تاب 𝑦, ƶ)زیر محاسبه نمود.   فرمبه داده شده معادلات پارامتری توان با استفاده از را می 
 

     𝑥 = 𝑥(𝑡) , 𝑦 = 𝑦(𝑡) ,   ƶ = ƶ(𝑡) , (𝑡1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡2)     

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, ƶ)𝑑𝑠
𝐶

= ∫ 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), ƶ(𝑡))√[𝑥 ′2(𝑡)] + [𝑦′
2(𝑡)] + [ƶ′2(𝑡)]

𝑡2
𝑡1

dt   

(3-64)  

δاگر   = 𝑓(𝑥, 𝑦, ƶ)   باریک به شکل منحنی    یچگالی میلهC    باشد آنگاه∫ 𝛿𝑑𝑠
 

𝐶
  با جرم میله است.  برابر  

 توان به موارد زیر اشاره نمود. این نوع انتگرال می  خواصاز 

 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠
 

𝐴𝐵
= ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠

 

𝐵𝐴
    (3-65)  

∫ ⌊𝑓1(𝑥, 𝑦) ± 𝑓2(𝑥, 𝑦)⌋
 

𝐶
𝑑𝑠 = ∫ 𝑓1(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆 ±

 

𝐶
∫ 𝑓2(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠
 

𝐶
      (3-66)  

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠 =
 

𝐶
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠 + ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠

 

𝐶2

 

𝐶1
   (3-67)  

 گردد.تقسیم می C2 , C1منحنی به دو منحنی 

 
 منحنی هموار و نقاط تقسیم بر روی آن  -16-3شکل 

 

 نسبت به مختصات )انتگرال منحنی الخط نوع دوم( نی الخط انتگرال منح 

,𝑄(𝑥بع فرض کنید توا  𝑦)  , 𝑃(𝑥, 𝑦)  در هر نقطه از قوسAB  هموارهC یبه معادله 𝑦 = 𝑔(𝑥)  و

𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏  پیوسته باشد و∆xm  و∆ym  تصاویر قوسی جزئیm ام روی محورهایox, oy   ،باشند

 . (17-3)شکل  شودتشکیل میام انتخاب و مجموع زیر mئی روی قوس جز y.xm(x(دلخواه  ینقطه

∑ 𝑝𝑛
𝑚=1 (𝑥𝑚, 𝑦𝑚)∆𝑥𝑚 +𝑄(𝑥𝑚, 𝑦𝑚)∆𝑦𝑚         (3-68)  
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𝑚𝑎𝑥∆𝑦𝑚اگر حد مجموع فوق وقتی   → 𝑚𝑎𝑥∆𝑥𝑚 و 0 → تقسیم بندی   ی مستقل از نحوه موجود و  , 0

.  نامندمی   الخط نوع دوم  تگرال منحنیاین حد را ان  ،جزئی باشد  قوس  امینmروی    m,ym(x(و انتخاب نقطه  

 شود:نماد زیر نشان داده میل با  نتگرااین نوع ا 

∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝐴𝐵

+ 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦   (3-96)  

= 𝐹الخط نوع دوم، کار انجام شده توسط نیروی انتگرال منحنی 𝑝(𝑥, 𝑦)𝑖 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑗   روی مسیر

AB توان اشاره نموداین نوع انتگرال به موارد زیر می اساسیخواص از   .باشد )تعبیر مکانیکی(می . 
 

∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
 

𝐴𝐵
+ 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = − ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

 

𝐵𝐴
+ 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦     (3-70)  

∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
 

𝐴𝐵
+ 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

 

𝐴𝐵
+ ∫ 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

 

𝐴𝐵
    (3-71)  

 . زیر تعیین نمود یتوان از رابطهالخط نوع دوم را میانتگرال منحنی
 

∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
 

𝐶
+ 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = ∫ [𝑃(𝑥, 𝑔(𝑥)) + 𝑔′(𝑥)𝑄(𝑥, 𝑔(𝑥))]

𝑏

𝑎
𝑑𝑥     (3-72)  

   :آنگاه  ، باشد 73-3دارای معادلات پارامتری  Cاگر منحنی 
 

𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), ƶ = ƶ(𝑡), 𝑡1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡2     (3-73)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) +=+
2

1

.,.,,,
t

tC
dttxtytxQtxtytxPdyyxQdxyxP            )74-3( 

 : توجه مهم

) روی منحنی فضایی با   ) ( ) ( )kzyxRjzyxQizyxPF


,,,,,, ++=  کار انجام شده توسط نیروی 

شود: شده باشد، به فرم زیر محاسبه می معادلات پارامتری ذکر  

∫𝑃(𝑥, 𝑦, ƶ) dx + Q(𝑥, 𝑦, ƶ)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, ƶ)𝑑ƶ = 

∫ [𝑃 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), ƶ(𝑡))𝑥 ′(𝑡)) + 𝑄(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), ƶ(𝑡)). 𝑦 ′(𝑡)
𝑡2

𝑡1

+ 𝑅(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), ƶ(𝑡)). ƶ′(𝑡)] 𝑑𝑡 
 

:𝐶به فرم Cاگر منحنی  �⃗� (𝑡) = 𝑥(𝑡)𝑖 + 𝑦(𝑡)𝑗 + ƶ(𝑡)�⃗�  , 𝑡1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡2    ،مشخص شده باشد

= 𝑑�⃗�در این صورت   𝑑𝑥𝑖 + 𝑑𝑦𝑖 + 𝑑ƶ𝑖  
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∫ 𝐹 
 

𝐶
. 𝑑�⃗� = ∫ P(𝑥, 𝑦, ƶ)dx + Q(𝑥, 𝑦, ƶ)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, ƶ)𝑑ƶ

 

𝐶
          (3-75)  

 

 
 الخط تگرال منحنیی انمنحنی هموار به همراه تابع دو متغیره جهت محاسبه  -17-3شکل 

 

,𝐹 (𝑥میدان برداری  :تعریف 𝑦) = 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑖 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑗  کنسرواتیو(   ،کامل ، را پایستار )نگهدار

) هرگاه:  ،گویند ) ( )
x

zyxQ

y

zyxP




=



 ,,,,
 و میدان برداری:  

 𝐹 (𝑥, 𝑦, ƶ) = 𝑝(𝑥, 𝑦, ƶ)𝑖 + 𝑄(𝑥, 𝑦, ƶ)𝑗 + 𝑅(𝑥, 𝑦, ƶ)�⃗�  
 های زیر برقرار باشد.طه هرگاه راب  ،را نگهدار گویند

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , ,

, ,
P x y z Q x y z P x y z Q x y z R x y z Q x y z

y x z x y z

     
= = =

     
 

 برابر صفر است.  C  یمسیر بستهالخط روی هرال منحنیانتگر  آنگاه   ،نگهدار باشد   𝐹اگر میدان برداری   قضیه:

 آنگاه انتگرال منحنی الخط مستقل از مسیر است.  ،نگهدار باشد  𝐹اگر میدان برداری   :قضیه

ی هموار اشد که به منحنی بسته به طور قطعهبا  xy  ییک ناحیه منظم در صفحه  Rید  فرض کن:  گرین  یقضیه

C  محدود است وO  اگر توابع  ت مثلثاتی است.جهت نسبدارایP(x,y)  وQ(x,y)   پیوسته و دارای مشتق

 باشد، آنگاه: Rشامل   ی سته در ناحیهوپینسبی مرتبه اول 

(3-76)               
( ) ( )

( ) ( )
dydx

y

zyxP

x

zyxQ
dyzyxQdxzyxP

C R  











−




=+

,,,,
,,,,
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باشد   Cوار ای همصور به منحنی بسته و به طور قطعهو مح  xy یمنظم در صفحه  ییک ناحیه  Rاگر  قضیه:

 آنگاه:  ،دارای جهت مثبت مثلثاتی باشد Cو 

𝑅  مساحت ناحیه =
1

2
∮ 𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥
𝐶

     

drباشد، آنگاه     )θr=f(منحنی بسته  Cاگر   توجه:
C= 2

2

1
 R ی مساحت ناحیه 

 
تابع  که چگالی آن در هر نقطه توسط  شودبه صورت یک سیم نازک فرض  Cاگر منحنی : جرم سیم

)الخط نشان داده شود، جرم سیم با استفاده از انتگرال منحنی  ,ƶf(x,y(اسکالر  ), ,
C

M f x y z ds=  

 گردد.بر حسب طول قوس بیان می
 

𝑀مختصات مرکز ثقل 

,�̅�)اگر مختصات مرکز ثقل سیم به فرم  �̅�, ƶ̅)  اع مرکز ثقل به  نگاه طول، عرض و ارتفآ داده شود،نشان

 شود: ر تعیین میشکل زی

(3-77)( ) ( ) ( )
1 1 1

, , , , , , , ,
C C C

x xf x y z ds y yf x y z ds z zf x y z ds
M M M

= = =   

باشد آنگاه   d(x,y,ƶ)برابر    lتا محور    Cاز سیم    A(x,y,ƶ)طه  عمودی نق  یاگر فاصله:  ممان اینرسی سیم

که با  lنسبت به محور  Cممان اینرسی سیستم 
lI گردد:زیر تعیین می ی از رابطه و  شودنشان داده می 

(3-78                                                                 )                         ( ) ( )= C
l dszyxfzyxdI ,,,,2 

با   x,y,ƶمی باشد، اگر ممان اینرسی سیستم نسبت به محور    (x,y,ƶ)  یچگالی در نقطه   f(x,y,ƶ)که در آن  

zyx III  آنگاه: ،باشند ,,

(3-79   )                                                                                    ( ) ( )2 2 , ,x
C

I y z f x y z ds= + 

(3-80          )                                                                            ( ) ( )2 2 , ,y
C

I x z f x y z ds= + 

(3-81        )                                                                               ( ) ( )2 2 , ,z
C

I y x f x y z ds= + 

گرادیان  𝑓 ⃗⃗∇به طور پیوسته مشتق پذیر بوده و  Sباز  ی در مجموعه fشود که تابع اسکالر فرض می :قضیه

به قسمتی که بتوان آنها را توسط منحنی قطعه قطعه  ،باشند S یدو نقطه از مجموعه  A⃗⃗ و  X⃗⃗این تابع باشد و 
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 ی باشد که در فاصله    R⃗⃗نامیده و معادله آن    Cا  قرار دارد به هم وصل نمود. اگر این منحنی ر  sهموار که داخل  

]a,b[ تعریف شده وR⃗⃗ (𝑎) = 𝐴    وR⃗⃗ (𝑏) = 𝑋  باشد ،       ( ) ( )AfXfRdf
C


−= .  

)        یعنی:  ،باشدی اساسی انتگرال میرابطه شبیه رابطهین  ا ) ( ) ( )afbfdxxf
b

a
−=                                        

  Rباشند و    xy  ی در صفحه  sابع اسکالری با مشتقات جزئی پیوسته مرتبه اول در میدان باز  وت  g,fاگر  :  قضیه

 آنگاه: ، باشد Cساده  ی بستهباشد که نقاط مرزی آن یک منحنی  sمیدانی در 

(3-82)                                                                                        dxdygds
n

g
f

C R =


 2 

(3-83)                                                                 ( )dxdygfgfds
n

g
f

C R  +=



.2 

(3-84)                                              ( )dxdyfggfds
n

f
g

n

g
f

C R  +=











−
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2𝑓∇   یعنی ،ها رمونیک باشند  Rدر میدان    g,fاگر  = ∇2𝑔 =  آنگاه: 0

(3-85)                                                                                     


=





C C
ds

n

f
gds

n

g
f      

 استوکس یواگرایی و رابطهقضیه 

. ⃗⃗∇گر ا قضیه واگرایی یا دیورژانس: 𝐹   و F⃗ (𝑥, 𝑦, ƶ) یدر رویه منظم بسته s  و نقاط داخلی آنV  

 در هر نقطه از آن باشد، آنگاه:  s رجی برقائم خابردار یکانی   �⃗�پیوسته و  

 (3-86)                                              . .
s V V

P Q R
F nds FdV dV

x y z

   
=  = + + 

   
    

)   که در آن: ) ( ) ( ) ( )kzyxRjzyxQizyxPzyxF


,,,,,,,, ++=       

PQRاگر  :وسکید استروگرای رابطه
z

R

y

Q

x

P
,,,,,











 ی توابعی پیوسته باشند، آنگاه قضیه  

 شود:رت زیر بیان میصو  به ژانسدیور

 (3-87                )
( ) ( )

.
s V

s V

P Q R
F nds dxdydz

x y z

Pdydz Qdxdz Rdxdy PCos QCos RCos ds  

   
= + + = 

   

+ + = + +

 

 

 

kCosjCosiCosn    که در آن:  ++=
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 نکات مهم 

,F⃗ (𝑥بردار    s یبسته   یاگر در هر نقطه از رویه -1 𝑦, ƶ)  بر سطحs عمود باشد،  ( ) 0 =
V

dVF


 

)   ای بسته باشد، رویه sاگر  -2 ) 0
s

n F ds = 

 توان نشان داد: با استفاده از قضیه دیورژانس می ،باشد s بسته  یحجم فضای محصور شده رویه |𝑉|اگر   -3

( ) ( )3,3.,6.,3. 2 −+===  ndVrndsnFrVdsnrVdsnF
V

n

s

n

ss


 

 و   s یبردار واحد نرمال خارجی رویه  �⃗�که در آن  

𝐹 = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + ƶ�⃗�       , 𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2 + ƶ2 

𝑃توابع  هرگاه  :وکساست   یرابطه = 𝑃(𝑥, 𝑦, ƶ) , 𝑄 = 𝑄(𝑥, 𝑦, ƶ), 𝑅 = 𝑅(𝑥, 𝑦, ƶ  و مشتقات

 را در بردارد، آنگاه:  sای باشد که سطح منحنی بسته Cپیوسته باشد و  sنسبی مرتبه اول آنها بر سطح 

(3-88)            
dsCos

y

P

x

Q
Cos

x

R

z

P
Cos

z

Q

y

R

RdzQdyPdx

s

C

















−




+




−




+




−





=++

 )()()(

)(

 

, 𝑐𝑜𝑠𝛼که در آن   𝑐𝑜𝑠𝛽, 𝑐𝑜𝑠𝛾  سطح    دار قائم بری برهای هادکسینوسs  الخط هستند. انتگرال منحنی𝐹  

 عبارت است از:  C  یروی منحنی بسته 

(3-89        )                                                                ( ) ++=
CC

RdzQdyPdxRdF


. 

  سیله منحنی بسته به وکه  sو مشتقات نسبی مرحله اول آنها بر سطح رویه منظم  R,Q,Pهمچنین اگر توابع 

C   محصور شده پیوسته باشند و�⃗�  , 𝐶: �⃗� = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧�⃗�    بردار یکانی قائم خارجی برs باشد ، 

(3-90   )                                                     ( ). . .
C s s

F dR F nds CurlF nds=  =   

𝐴1𝑑𝑥شرط لازم و کافی برای آنکه  :یادآوری + 𝐴2𝑑𝑦 + 𝐴3𝑑ƶ = 𝑑Ф  یک دیفرانسیل کامل

= A⃗⃗باشد آن است که   𝐴1𝐼 + 𝐴2𝐽 + 𝐴3�⃗⃗�   که در آن ∇⃗⃗ × A⃗⃗ = 0⃗  
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 مسائل حل شده  

. A⃗⃗نشان دهید    :1 مثال (�⃗� + 𝐶 ) = 𝐴 . �⃗� + 𝐴 . 𝐶  

   A⃗⃗روی   B⃗⃗تصویر ی وه لابع  A⃗⃗روی    C⃗باشد، آنگاه تصویر   A⃗⃗بردار یکه در جهت   𝑎فرض کنید  حل:

+ B⃗⃗تصویر بردار )  مساوی C⃗   روی )A⃗⃗  باشد.  می 

(�⃗� + 𝐶 ). 𝑎 = �⃗� . 𝑎 + 𝐶 . 𝑎  

 :| 𝐴|با ضرب طرفین در  

(�⃗� + 𝐶 ). |𝐴 |𝑎 = �⃗� . |𝐴 |. 𝑎 + 𝐶 . |𝐴 |𝑎  

= 𝐴 |𝑎|  همچنینو  𝐴   :بنابراین 

(�⃗� + 𝐶 ). 𝐴 = �⃗� . 𝐴 + 𝐶 . 𝐴  

 ای(: ون جابجایی برای ضرب داخلی )نقطه حال با استفاده از قان

(�⃗� . 𝐴 = 𝐴 . �⃗�  , 𝐶 . 𝐴 = 𝐴 . 𝐶  )   و     𝐴 . (�⃗� + 𝐶 ) = 𝐴 . �⃗� + 𝐴 . 𝐶  
 

𝐵⃗⃗ و  𝐴اگر :2مثال  آنگاه: ،باشند  uتوابع برداری دیفرانسیل پذیر بر حسب   ⃗ 

d

du
(𝐴 . �⃗� ) = 𝐴 .

𝑑�⃗� 

𝑑𝑢
+
𝑑𝐴 

𝑑𝑢
. �⃗�  

 : روش اول حل

( ) ( )( )

B
du

Ad

uu

Bd
AB

u

A
B

u

A

u

B
A

u

BABABABABA

u

BABBAA
BA

du

d

u

uu















....lim

.....
lim

.
lim.

0

00

+=

















+




+







−+++
=



−++
=

→

→→

 فرض کنیدروش دوم: 

𝐴 = 𝐴𝑥𝑖 + 𝐴𝑦𝑗 + 𝐴𝑧�⃗�   ,    �⃗� = 𝐵𝑥𝑖 + 𝐵𝑦𝑗 + 𝑖 + 𝐵𝑧�⃗�    
𝑑

𝑑𝑢
(𝐴 . �⃗� ) =

𝑑

𝑑𝑢
(𝐴𝑥𝐵𝑥 + 𝐴𝑦𝐵𝑦 + 𝐴ƶ𝐵ƶ) = 

(𝐴𝑥
𝑑𝐵𝑥
𝑑𝑢

+ 𝐴𝑦
𝑑𝐵𝑦

𝑑𝑢
+ 𝐴ƶ

𝑑𝐵ƶ
𝑑𝑢
) + (

𝑑𝐴𝑥
𝑑𝑢

𝐵𝑥 +
𝑑𝐴𝑦

𝑑𝑢
𝐵𝑦 +

𝑑𝐴ƶ
𝑑𝑢

𝐵ƶ)

= 𝐴 .
𝑑�⃗� 

𝑑𝑢
+
𝑑𝐴 

𝑑𝑢
. 𝐵 
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𝑑�⃗� بر T⃗⃗باشد. نشان دهید که    Cبردار مماس واحد یکه منحنی فضایی   �⃗�اگر  : 3مثال 
 

𝑑𝑠
 عمود است.   

. �⃗�بردار یکه است بنابراین :    �⃗�از آنجایی که   حل: �⃗� =  :sگیری از طرفین نسبت به  با دیفرانسیل 1

�⃗� .
𝑑�⃗� 

𝑑𝑠
+
𝑑�⃗� 

𝑑𝑠
. 𝑇 = 0 → 2�⃗� .

𝑑�⃗� 

𝑑𝑠
= 0 → �⃗� .

𝑑�⃗� 

𝑑𝑠
= 0 

 .(فر است بردار بر هم عمود هستند )زیرا ضرب داخلی آنها صاین دو 

ی  کند از رابطهحرکت می vای که در مسیر منحنی فضایی با سرعت ذره   𝑎نشان دهید که شتاب : 4مثال 

𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
�⃗� +

𝑣2

𝑅
�⃗⃗�     که در آن  شود  حاصل میT  منحنی فضایی و    یبردار مماس یکهN    نرمال اصلی یکه

 باشد. شعاع انحنا می  Rو 

Tvیعنی vسرعت  مساوی   �⃗�  ییکهدار مماس بر  ب وضر  𝑣  یاندازه  حل:


=vگیری از  دیفرانسیل  با

)       طرفین: )
dv

, .
dt

d dv dT dT dT ds ds v
a vT T v kN kvN N

dt dt dt dt ds dt dt R
= = = + = = = = 

N
R

v
T

dt

d
N

R

v
vT

dt

d
aaa nt

 2

.
v

.
v

+=







+=+= 

های شتاب دهد که مولفهی اخیر نشان میرابطه
𝑑𝑣

𝑑𝑡
در جهت مماس بر مسیر و  

𝑉2

𝑅
  در جهت عمود بر مسیر  

𝑉2و شتاب   شدبامی

𝑅
 اغلب شتاب مرکزی )گریز از مرکز( نام دارد. 

 
= 𝑟کند به طوری که بردار وضعیت آن ای حرکت میذره : 5مثال  𝐶𝑜𝑠ω𝑡𝑖 + 𝑆𝑖𝑛ω𝑡𝑗    که در آن

و  به طرف مبدا   𝑎باشد، شتاب می rذره عمود بر  vثابت است. نشان دهید که سرعت  ωای سرعت زاویه

× 𝑟باشد و همچنین حاصل  ی آن متناسب با فاصله از مبدا میزه اندا 𝑣   .برابر برداری ثابت است 

�̇� =
𝑑𝑟 

𝑑𝑡
= −ω𝑆𝑖𝑛ω𝑡 + ω𝐶𝑜𝑠ω𝑡𝑗  

𝑟 . 𝑣 = [𝐶𝑜𝑠ω𝑡𝑖 + 𝑆𝑖𝑛ω𝑡𝑖 ][−ω𝑆𝑖𝑛ω𝑡𝑖 + ω𝐶𝑜𝑠ω𝑡𝑖 ] = 

𝐶𝑜𝑠ω𝑡(−ω𝑆𝑖𝑛ω𝑡) + (𝑆𝑖𝑛ω𝑡)(ω𝐶𝑜𝑠ω𝑡) = 0 → 𝑟 . 𝑣 = 0 → 

 بردار جابجایی عمود است.  یعنی بردار سرعت بر ، عمود است  𝑟بر بردار     𝑣بردار

𝑑2𝑟 

𝑑2𝑡
=
𝑑𝑣 

𝑑𝑡
= −ω2𝐶𝑜𝑠ω𝑡𝑖 − ω2𝑆𝑖𝑛ω𝑡𝑗 = −ω2[𝐶𝑜𝑠ω𝑡𝑖 + 𝑆𝑖𝑛ω𝑡𝑗 ] = −ω2r  

)فاصله     | r|آن با    یو اندازه   استبه طرف مبدا  نی  یع  ، باشدیت میجهت مخالف بردار وضعبنابراین شتاب در  

 از مبدا( متناسب است.

𝑟 × 𝑣 = (𝐶𝑜𝑠ω𝑡𝑖 + 𝑆𝑖𝑛ω𝑡𝑗 ) × [−ω𝑆𝑖𝑛ω𝑡𝑖 + ω𝐶𝑜𝑠ω𝑡𝑗 ] =  



 

26    | 

 
 

𝑖  𝑗  �⃗�  

= ω(𝐶𝑜𝑠2ω𝑡 + 𝑆𝑖𝑛2ω𝑡)�⃗� = ω�⃗�  𝐶𝑜𝑠ω𝑡 𝑆𝑖𝑛ω𝑡      0 

−𝑆𝑖𝑛ω𝑡 ω𝐶𝑜𝑠ω𝑡        0 

× 𝑟بنابراین    ،ثابت است 𝜔چون   𝑣   .برداری ثابت است 
 

= A⃗⃗ اگر: 6مثال  (3𝑥2 − 6𝑦ƶ)𝑖 + (2𝑦 + 3𝑥ƶ)𝑗 + (1 − 4𝑥𝑦ƶ2)�⃗�  باشد، ∫ 𝐴 . 𝑑𝑟 
 

𝐶
را   

)از   )تا   0,0,0(  . زیر حساب کنید Cدر راستای مسیر  1,1,1(

𝑥الف(   = 𝑡, 𝑦 = 𝑡2, ƶ = 𝑡3    ب( خطوط مستقیم از( )و سپس به   (1و0و0)    به 0,0,0( )1,1,1 

)نقاط    یج( خط مستقیم اتصال دهنده  )و   0,0,0( )1,1,1 

 حل:

∫ 𝐴 . 𝑑𝑟 =
 

𝐶
∫ {(3𝑥2 − 6𝑦ƶ)𝑖 + (2𝑦 + 3𝑥ƶ)𝑗 + (1 − 4𝑥𝑦ƶ2)�⃗� }. {𝑑𝑥𝑖 + 𝑑𝑦𝑗 +
 

𝐶

                    𝑑ƶ�⃗� } = ∫ (3𝑥2 − 6𝑦ƶ)𝑑𝑥 + (2𝑦 + 3𝑥ƶ)𝑑𝑦 + (1 − 4𝑥𝑦ƶ2)𝑑ƶ
 

𝐶
    

                                           الف(




====

==

dttdztztdtdyty

dtdxxtx

232 3,2

10
 

 .شوداستفاده می t2,t3t,از هم ارزهای آنها یعنی  ,ƶx,yدر انتگرال به جای 

𝐼 = ∫ [3𝑡2 − 6𝑡5]𝑑𝑡 + [2𝑡2 − 3𝑡4]2𝑡𝑑𝑡 + [1 − 4𝑡9]3𝑡2𝑑𝑡
1

0
  

𝐼 = ∫ [3𝑡2 − 6𝑡5 + 4𝑡3 + 6𝑡5 + 3𝑡2 − 12𝑡11]
1

0
𝑑𝑡 = [2𝑡3 + 𝑡4 − 𝑡12] = 2  

 Cدر راستای  :دیگرروش 

𝐴 = (3𝑡2 − 6𝑡5)𝑖 + (2𝑡2 + 3𝑡4)𝑗 + (1 − 4𝑡9)�⃗�     
 𝑟 = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + ƶ�⃗� = 𝑡𝑖 + 𝑡2𝑗 + 𝑡3𝑘 ⃗⃗⃗  → 𝑑�⃗� = (𝑖 + 2𝑡𝑗 + 3𝑡�⃗⃗� )𝑑𝑡 

∫ 𝐴 . 𝑑𝑟 
 

𝐶
= ∫ (3𝑡2 − 6𝑡5)𝑑𝑡 + (4𝑡3 − 6𝑡5)𝑑𝑡 + (3𝑡2 − 12𝑡11)

1

0
dt = 2      پس: 

)ابتدا خط مستقیم از  ب(     x=dy=0dبنابراین  x=y=0که  شودگرفته مینظر در (1و0و0) به  0,0,0(

 بنابراین:  ،کنداز صفر تا یک تغییر می ƶدر حالی که  

I1 = ∫ {3 × (0)2 − 6 × 0 × ƶ}
1

ƶ=0
× 0 + {2 × 0 + 3 × 0 × ƶ} × 0 + {1 − 4 ×

0 × 0 × ƶ2}dƶ = ∫ dƶ = 1
1

ƶ=0
  

)سپس خط مستقیم از   )  تا 1,0,0(  پس:  شود،لحاظ می1,1,0(
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𝑥 = 0   , ƶ = 1 →     𝑑𝑥 = 𝑑ƶ    و  0 = 0 

I2 = ∫ {3 × (0)2 − 6 × y × 1}
1

𝑦=0
× 0 + {2y + 3 × 0 × 1}dy + {1 − 4 ×

0 × y × 12} × 0 = ∫ 2ydy = [y2] = 1
1

y=0
  

)حال مسیر نهایی یعنی خط مستقیم از  )  تا 1,1,0(  ین:بنابرا گیرد،نظر قرار می  مد  1,1,1(

𝑦 = 1 , ƶ = 1  → 𝑑𝑦 = 𝑑ƶ = 0 

 پس: ،کندغییر میاز صفر تا یک ت xدر حالی که 

I3 = ∫ {3x2 − 6 × 1 × 1}dx
1

𝑥=0
+ {2 × 1 + 3 ×} × 0 + {1 − 4x × (1) ×

(1)2} × 0 = ∫ (3x2 − 6)dx = [x2 − 6x] = 5
1

ƶ=0
  

 بنابراین با جمع حاصل انتگرال بر روی هر سه مسیر: 

𝐼 = 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3 = 1 + 1 + (−5) = −3  
)ج( در این قسمت به تنهایی خط اتصال   )  تا 0,0,0(  شود: در نظر گرفته می 1,1,1(

dtdzdydxtzyx ====== 
 بنابراین از جایگذاری: 

∫ 𝐴. 𝑑𝑟
 

𝐶
= ∫ (3𝑥2 − 6𝑦ƶ)𝑑𝑥

 

𝐶
+ (2𝑦 + 3𝑥ƶ)𝑑𝑦 + (1 − 4𝑥𝑦ƶ2)𝑑ƶ  

∫ (3𝑡2 − 6𝑡2)𝑑𝑡 + (2𝑡 + 3𝑡2)𝑑𝑡 + (1 − 4𝑡4
1

𝑡=0
)𝑑𝑡 = ∫ (2𝑡 + 1 − 4𝑡4)𝑑𝑡

1

𝑡=0
  

= [𝑡2 + 𝑡 −
4

5
𝑡5|

0

1
=

6

5
  

 وابسته است. شود که در این حالت مقدار انتگرال به مسیر مشاهده می
 

 : توان نوشتمی  𝐴نشان دهید برای هر بردار دلخواه    :7مثال

𝐴 = (𝐴 . 𝑖 )𝑖 + (𝐴 . 𝑗 )𝑗 + (𝐴 . �⃗� )�⃗�     و    𝐴 = 𝐴(Cosα𝑖 + Cosβ𝑗 + 𝐶𝑜𝑠𝛾�⃗� )  

کسینوسهای  همچنین  سازد و  می   �⃗� و  𝑗 و �⃗�با بردارهای یکه      𝐴زوایایی هستند که بردار  γو    βو    αن  که در آ

 هستند.   A⃗⃗بردار  مربوط به  Cosγ, Cosβ, Cosα هادی  

= 𝐴فرض کنید   حل: 𝐴1𝑖 + 𝐴2𝑗 + 𝐴3�⃗�   پس: 

𝐴 . 𝑖 = (𝐴1𝑖 + 𝐴2𝑗 + 𝐴3�⃗� )𝑖 = 𝐴1(𝑖 . 𝑖 ) + 𝐴2(𝑗 . 𝑖 ) + 𝐴3(�⃗� . 𝑖 ) 

. 𝑗و 𝑖 = �⃗� . 𝑖 = 321بنابراین:  0 .,.,. AkAAjAAiA ===


 : در نتیجه  

طرف راست رابطه  اول  = 𝐴1𝑖 + 𝐴2𝑗 + 𝐴3�⃗� = 𝐴  

𝐴 . 𝑖 = |𝐴 ||𝑖 |𝑐𝑜𝑠𝛼 = 𝐴𝑐𝑜𝑠𝛼  , 𝐴 . 𝑗 = |𝐴 ||𝑗 |𝑐𝑜𝑠𝛽 = 𝐴𝑐𝑜𝑠𝛽, 
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𝐴 . �⃗� = |𝐴 ||�⃗� |𝑐𝑜𝑠𝛾 = 𝐴𝑐𝑜𝑠𝛾  
𝐴 = (𝐴 . 𝑖 )𝑖 + (𝐴 . 𝑗 )𝑗 + (𝐴 . �⃗� )�⃗� = 𝐴𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 + 𝐴𝑐𝑜𝑠𝛽𝑗 + 𝐴𝑐𝑜𝑠𝛾�⃗�  

𝐴 = 𝐴(𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑗 + 𝑐𝑜𝑠𝛾�⃗� ) 
 

قرار گرفته است. قسمت   18-3مطابق شکل  OAدر مقابل دیوار عمودی  aبه طول  ABنردبان   :8مثال 

وسط نردبان دارای   یشود. الف( نشان دهید که نقطهکشیده می 0vبا سرعت ثابت  Bپائین نردبان یعنی 

ی آن را برای  رعت و اندازه ب( بردار سباشد. می Oو مرکز  0.5aای به شعاع دایره حرکت بر روی مسیر 

 تعیین کنید. ، کند طیرا از دیوار  b<aمسافت ی وسط نردبان که نقطه

 
 داده شده است که به دیوار تکیه  ABنردبان  -18-3شکل

  ی گرفته شود. اگر زاویه در نظر  𝑟به صورت  ABاز  Mمیانی  ینقطه  𝑟کنید بردار موقعیت  فرض حل:

OAB=θ  آنگاه  ،گرددلحاظ: 

𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖   و 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗      ,     𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 − 𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗   

𝑟 = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗 +

1

2
(𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 ) =

1

2
(𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 +

𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗 )  
| 𝑟|بنابراین:   =
𝑎

2
  که یک دایره به شعاع  

𝑎

2
 باشد.می Oو مرکز  

 : برابر است با Mمیانی  یسرعت نقطه ب(
dr⃗ 

dt
=

𝑑

𝑑𝑡
{
1

2
𝑎(𝐶𝑜𝑠𝜃𝑖 + 𝑆𝑖𝑛𝜃𝑗 )} =

1

2
𝑎{−𝑆𝑖𝑛𝜃𝑖 + 𝐶𝑜𝑠𝜃𝑗 }. �̇�           

 
𝑑𝜃برابر است با   �̇�که در آن  

𝑑𝑡
 باشد:به فرم زیر می Bان یعنی پس سرعت قسمت پائینی نردب 

iSinaiaCos
dt

d
OB

dt

d
iv





 −== )().(. 

                                             پس از متحد قرار دادن طرفین SinavaSinv  .. 00 ==− 
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 بنابراین:  ،را از دیوار دارد b ی چون نردبان فاصله

𝑆𝑖𝑛𝜃 =
√𝑎2 − 𝑏2

𝑎
   ,   �̇� =

−𝑣0
𝑎𝑆𝑖𝑛𝜃

=
−𝑣0

𝑎
√𝑎2 − 𝑏2

𝑎

      → �̇� =
−𝑣0

√𝑎2 − 𝑏2
  

 : اول ی در رابطه �̇�ری  با جایگذا

𝑑𝑟 

𝑑𝑡
= +

1

2
a {−

√𝑎2 − 𝑏2

𝑎
i +

b

a
j } [

−𝑣0

√𝑎2 − 𝑏2
] =

𝑣0
2
(i −

𝑏

√𝑎2 − 𝑏2
j ) 

|
𝑑𝑟 

𝑑𝑡
| =

−𝑣0𝑎

2√𝑎2 − 𝑏2
=
𝑣0
2
√

𝑎2

𝑎2 − 𝑏2
=

−𝑣0𝑎

2√𝑎2 − 𝑏2
 اندازه  سرعت              

 
 

𝑟1̇⃗⃗⃗ الف(         نشان دهید: 19-3مطابق شکل  :9مثال   = �̇�𝜃 1           )ب𝜃 1 = −�̇�𝑟1⃗⃗⃗   

𝑟1⃗⃗⃗: ابتدا موقعیت بردارهای  حل   , 𝜃 1 شونددر سیستم مختصات مطابق شکل استخراج می : 

 
 مختصات کارتزین و مختصات شعاعی و مماسی -19-3شکل

𝑟1⃗⃗⃗  =

𝜕𝑟 
𝜕𝑟

|
𝜕𝑟 
𝜕𝑟
|
     ,     𝜃1⃗⃗⃗⃗ =

𝜕𝑟 
𝜕𝜃

|
𝜕𝑟 
𝜕𝜃
|
     ,     𝑟 = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 = 𝑟𝐶𝑜𝑠𝜃𝑖 + 𝑟𝑆𝑖𝑛𝜃𝑗  

  

{
𝑟1⃗⃗⃗  = 𝐶𝑜𝑠𝜃𝑖 + 𝑆𝑖𝑛𝜃𝑗 

𝜃1⃗⃗⃗⃗ = −𝑆𝑖𝑛𝜃𝑖 + 𝐶𝑜𝑠𝜃𝑗 
     ,    {

𝑖 = 𝐶𝑜𝑠𝜃𝑟1⃗⃗⃗  − 𝑆𝑖𝑛𝜃𝜃1⃗⃗⃗⃗ 

𝑗 = 𝑆𝑖𝑛𝜃𝑟1⃗⃗⃗  + 𝐶𝑜𝑠𝜃𝜃1⃗⃗⃗⃗ 
 

�̇�1⃗⃗⃗  =
𝑑𝑟1⃗⃗⃗  

𝑑𝑡
=
𝑑𝑟1⃗⃗⃗  

𝑑𝑟
.
𝑑𝑟

𝑑𝑡
+
𝑑𝑟1⃗⃗⃗  

𝑑𝜃
.
𝑑𝜃

𝑑𝑡
= 0 × �̇� + (−𝑆𝑖𝑛𝜃𝑖 + 𝐶𝑜𝑠𝜃𝑗 )�̇� = �̇�𝜃1⃗⃗⃗⃗  



 

30    | 

 
 

𝜃1⃗⃗  ⃗ =
𝑑𝜃1⃗⃗ ⃗⃗  

𝑑𝑡
=

𝑑𝜃1⃗⃗ ⃗⃗  

𝑑𝑟

𝑑𝑟

𝑑𝑡
+

𝑑𝜃1⃗⃗ ⃗⃗  

𝑑𝜃
.
𝑑𝜃

𝑑𝑡
= 0 × �̇� + (−𝐶𝑜𝑠𝜃𝑖 + 𝑆𝑖𝑛𝜃𝑗 ). (𝜃)̇ =

−�̇�𝑟1⃗⃗⃗    

 شوند. صل میرعت و شتاب از روابط زیر حانشان دهید در مختصات قطبی س : 10مثال

= 𝑣الف(   ṙr 1 + r�̇�𝜃1⃗⃗⃗⃗                 )ب𝑎 = (�̈� − 𝑟�̇�2)r 1 + (𝑟�̈� + 2�̇�θ̇)𝜃1⃗⃗⃗⃗  

 �⃗⃗� = 𝑟𝑟 1  → 𝑣 =
𝑑𝑟 

𝑑𝑡
=

𝑑𝑟

𝑑𝑡
𝑟 1 + 𝑟

𝑑𝑟 1

𝑑𝑡
= 𝑟�̇� 1 + �̇�𝑟 1 = �̇�𝑟 1 + 𝑟�̇�𝜃1⃗⃗⃗⃗  :حل

�̇� 1                    الف = θ̇𝜃1⃗⃗⃗⃗ 9از قسمت قبل و مثال  (ب ه شددر مثال قبل نشان داد:  

𝑎 =
𝑑𝑣 

𝑑𝑡
=
𝑑

𝑑𝑡
(�̇�𝑟 1 + 𝑟�̇�𝜃1⃗⃗⃗⃗ ) = �̈�𝑟 1 + �̇��̇� 1 + �̇��̇�𝜃1⃗⃗⃗⃗ + 𝑟�̈�𝜃1⃗⃗⃗⃗ + 𝑟�̇��̇�1

⃗⃗⃗⃗  

�̈�𝑟 1 + 𝑟(̇�̇�𝜃1⃗⃗⃗⃗ ) + 𝑟�̈�𝜃1⃗⃗⃗⃗ + 𝑟�̈�𝜃1⃗⃗⃗⃗ + (𝑟�̇�)(−�̇�𝑟 1) 

𝑎 = (�̈� − 𝑟�̇�2)𝑟 1 + (𝑟�̈� + 2�̇��̇�)𝜃1⃗⃗⃗⃗  
 

𝑟شعاع انحنای منحنی با معادله هید که نشان د  :11مثال = 𝑓(𝜃)  در دستگاه مختصات قطبی از رابطه  

 𝑅 =
(𝑟2+𝑟′2)

1.5

(𝑟2+2𝑟′2−𝑟𝑟")
, 𝑟=f(𝜃)شود که در آن  حاصل می   𝑟 ′ = 𝑓 ′(𝜃) 

 تزین و قطبی:های مختصات کاری بین مختصات هر نقطه در دستگاه استفاده از رابطه با  حل:

𝑥 = 𝑟𝐶𝑜𝑠𝜃 , 𝑦 = 𝑟𝑆𝑖𝑛𝜃  →  �⃗� (𝜃) = (𝑟𝐶𝑜𝑠𝜃)𝑖 + (𝑟𝑆𝑖𝑛𝜃)𝑗 = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗  

𝑣 (𝜃)بردار سرعت =
𝑑�⃗� (𝜃)

𝑑𝑡
= (𝑟′𝐶𝑜𝑠𝜃 − 𝑟𝑆𝑖𝑛𝜃)𝑖 + (𝑟′𝑆𝑖𝑛𝜃 − 𝑟𝐶𝑜𝑠𝜃)𝑗  

𝑎 (𝜃)بردارشتاب   = 𝑑�⃗� 𝜃

𝑑𝑡
= [𝑟"𝐶𝑜𝑠𝜃 − 𝑟′𝑆𝑖𝑛𝜃 − 𝑟′𝑆𝑖𝑛𝜃 − 𝑟𝐶𝑜𝑠𝜃]𝑖 + 

[𝑟"𝑆𝑖𝑛𝜃 + 𝑟′𝐶𝑜𝑠𝜃 − 𝑟′𝐶𝑜𝑠𝜃 − 𝑟𝑆𝑖𝑛𝜃]𝑗  

𝑎 (𝜃) = [(𝑟"𝐶𝑜𝑠𝜃 − 2𝑟′𝑆𝑖𝑛𝜃 − 𝑟𝐶𝑜𝑠𝜃)]𝑖 + [𝑟"𝑆𝑖𝑛𝜃 − 2𝑟′𝐶𝑜𝑠𝜃 − 𝑟𝑆𝑖𝑛𝜃]𝑗  

𝑣 × 𝑎 = 

𝑖  𝑗  �⃗�  

= 
𝑟′𝐶𝑜𝑠𝜃 − 𝑟𝑆𝑖𝑛𝜃               𝑟′𝑆𝑖𝑛𝜃 − 𝑟𝐶𝑜𝑠𝜃 0 

𝑟"𝐶𝑜𝑠𝜃 − 2𝑟′𝑆𝑖𝑛𝜃 −
𝑟𝐶𝑜𝑠𝜃  

𝑟"𝑆𝑖𝑛𝜃 − 2𝑟′𝐶𝑜𝑠𝜃 −
𝑟𝑆𝑖𝑛𝜃  

0 
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[(𝑟′𝐶𝑜𝑠𝜃 − 𝑟𝑆𝑖𝑛𝜃)(𝑟"𝑆𝑖𝑛𝜃 + 2𝑟′𝐶𝑜𝑠𝜃 − 𝑟𝑆𝑖𝑛𝜃) − (𝑟 ′𝑆𝑖𝑛𝜃 +

𝑟𝐶𝑜𝑠𝜃)(𝑟"𝐶𝑜𝑠𝜃 − 2𝑟′𝑆𝑖𝑛𝜃 − 𝑟𝐶𝑜𝑠𝜃)]�⃗�   

𝑣 × 𝑎 = (r'𝑟"Sinθ.Cosθ+2r'r'Cos
2
θ-rr'Sinθ.Cosθ-r𝑟"𝑆𝑖𝑛2𝜃

− 2𝑟r'𝑆𝑖𝑛𝜃. 𝐶𝑜𝑠𝜃 

+𝑟2𝑆𝑖𝑛2𝜃 − 𝑟′𝑟"Sinθ.Cosθ+2r'
2
Sin

2
θ+r'rSinθ.Cosθ-r𝑟"𝐶𝑜𝑠2θ+

2𝑟𝑟′Sinθ.Cosθ+ 𝑟2𝑐𝑜𝑠2𝜃)�⃗�   

𝑣 × 𝑎 = [𝑟2𝑆𝑖𝑛2𝜃 + 𝑟2𝐶𝑜𝑠2𝜃 − 𝑟𝑟"(𝑆𝑖𝑛2𝜃 + 𝐶𝑜𝑠2𝜃)2𝑟′2(𝑆𝑖𝑛2𝜃 +

𝐶𝑜𝑠2𝜃)]�⃗�   

𝑣 × 𝑎 = (𝑟2 + 2𝑟′2 + 𝑟𝑟")2 → |𝑣 × 𝑎 | = |𝑟2 + 2𝑟′2 + 𝑟𝑟"|  

|𝑣 | = √(𝑟 ′Cosθ-rSinθ)2 + (𝑟 ′Sinθ-rCosθ)2 =

√𝑟′2𝐶𝑜𝑠2𝜃 + 𝑟′2𝑆𝑖𝑛2𝜃 + 𝑟′2𝑆𝑖𝑛2𝜃 + 𝑟2𝐶𝑜𝑠2𝜃  

|𝑣 | = √𝑟2 + 𝑟′2    , (انحنا ) 𝑘 = |�⃗� ×�⃗� |

|𝑣|3
=

|𝑟2+𝑟′2−𝑟𝑟"|

(𝑟2+𝑟′2)
3
2

  

𝑅شعاعی انحناء  =
1

𝑘
=

(𝑟2 + 𝑟 ′2)
3
2

|𝑟2 + 𝑟′2 − 𝑟𝑟"|
 

 
�⃗� (𝑡)بردار موقعیت  با Cبرای منحنی  :12مثال = 𝐶𝑜𝑠𝑎𝑡𝑖 + 𝑆𝑖𝑛𝑎𝑡𝑗 + 𝑎𝑡�⃗�  ای بین  رابطه

𝑑�⃗⃗� 

𝑑𝑠
  , z, k .د.رک استفاده  توان ت حل مساله از روابط زیر میجه استخراج کنید 

𝑘 انحناء = |𝑑�⃗�
 

𝑑𝑠
| = |

𝑑�⃗� 

𝑑𝑠
| |
𝑑𝑡

𝑑𝑠
| , |

𝑑�⃗⃗� 

𝑑𝑠
| = |

𝑑�⃗⃗� 

𝑑𝑡
| |
𝑑𝑡

𝑑𝑠
|   

𝜏 میزان تاب = |
𝑑�⃗� 

𝑑𝑠
| = |

𝑑�⃗� 

𝑑𝑠
| |
𝑑𝑡

𝑑𝑠
|  

:لح  

𝑣 (𝑡) بردار سرعت = 𝑑�⃗� (𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑅′⃗⃗  ⃗(𝑡) = (−𝑎𝑆𝑖𝑛𝑎𝑡)𝑖 + (𝑎𝐶𝑜𝑠𝑎𝑡)𝑗 + 𝑎�⃗�   

|�⃗� | = √𝑎2𝑆𝑖𝑛2𝑎𝑡 + 𝑎2𝐶𝑜𝑠2𝑎𝑡 + 𝑎2 = 𝑎√2 
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�⃗� (𝑡) =
�⃗⃗� (𝑡)

|�⃗⃗� (𝑡)|
=

(−𝑎𝑆𝑖𝑛𝑎𝑡𝑖 +𝑎𝐶𝑜𝑠𝑎𝑡𝑗 +𝑎�⃗� )

𝑎√2
=

1

√2
(−𝑆𝑖𝑛𝑎𝑡𝑖 + 𝐶𝑜𝑠𝑎𝑡𝑗 + �⃗� )  

𝑇 ′⃗⃗  ⃗(𝑡) =
1

√2
(−𝑎𝐶𝑜𝑠𝑎𝑡𝑖 − 𝑎𝑆𝑖𝑛𝑎𝑡𝑗 + 0) = −

𝑎

√2
(𝐶𝑜𝑠𝑎𝑡𝑖 + 𝑆𝑖𝑛𝑎𝑡𝑗 )  

|𝑇′⃗⃗  ⃗(𝑡)| =
𝑎

√2
√𝐶𝑜𝑠2𝑎𝑡 + 𝑆𝑖𝑛2𝑎𝑡 =

𝑎

√2
→ |𝑇′⃗⃗  ⃗(𝑡)| =

𝑎

√2
  

�⃗⃗� (𝑡) =
𝑇′⃗⃗  ⃗(𝑡)

|𝑇′⃗⃗  ⃗(𝑡)|
=

−
𝑎

√2
(𝐶𝑜𝑠𝑎𝑡𝑖 +𝑆𝑖𝑛𝑎𝑡𝑗)⃗⃗  ⃗

𝑎

√2

= −𝐶𝑜𝑠𝑎𝑡𝑖 − 𝑆𝑖𝑛𝑎𝑡𝑗   

𝑁′⃗⃗  ⃗(𝑡) = 𝑎𝑆𝑖𝑛𝑎𝑡𝑖 − 𝑎𝐶𝑜𝑠𝑎𝑡𝑗 و |𝑁′⃗⃗  ⃗(𝑡)| = √𝑎2𝑆𝑖𝑛2𝑎𝑡 + 𝑎2𝐶𝑜𝑠2𝑎𝑡 = 𝑎  

�⃗� = �⃗� (𝑡) × �⃗⃗� (𝑡) =
1

√2
 

𝑖  𝑗  �⃗�  

 −𝑎𝑆𝑖𝑛𝑎𝑡 𝐶𝑜𝑠𝑎𝑡 𝑎 

−𝐶𝑜𝑠𝑎𝑡 −𝑎𝑆𝑖𝑛𝑎𝑡 0 

=
1

√2
𝑎𝑆𝑖𝑛𝑎𝑡𝑖 −

1

√2
𝑎𝐶𝑜𝑎𝑎𝑡𝑗 + �⃗�   

�⃗� (𝑡) =
1

√2
𝑎𝑆𝑖𝑛𝑎𝑡𝑖 −

𝑎

√2
𝑎𝐶𝑜𝑠𝑎𝑡𝑗 + �⃗�    , 𝐵′⃗⃗  ⃗(𝑡) =

𝑎2

√2
𝐶𝑜𝑠𝑎𝑡𝑖 −

𝑎2

√2
𝑆𝑖𝑛𝑎𝑡𝑗   

𝐵′⃗⃗  ⃗(𝑡) =
𝑎2

√2
(𝐶𝑜𝑠𝑎𝑡𝑖 + 𝑆𝑖𝑛𝑎𝑡𝑗 ) ,

𝑑𝑡

𝑑𝑠
=

1

𝑑𝑠
𝑑𝑡

=
1

|𝑣(𝑡)|
=

1

𝑎√2
 

𝑘 = |
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
| . |
𝑑𝑡

𝑑𝑠
| =

𝑎

√2

1

𝑎√2
=
1

2
 

𝜏 = |
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
| . |
𝑑𝑡

𝑑𝑠
| =

𝑎2

√2

1

𝑎√2
=
𝑎

2
    , |

𝑑�⃗⃗� 

𝑑𝑠
| = |

𝑑�⃗⃗� 

𝑑𝑡
| |
𝑑𝑡

𝑑𝑠
| = 𝑎 ×

1

𝑎√2
=
1

2
 

{
 
 

 
 𝑘 =

1

2
                                𝜏 = 𝑎𝑘      

𝜏 =
𝑎

2
= |
𝑑�⃗⃗� 

𝑑𝑠
| =

1

2
  , 𝑘 =  |

𝑑�⃗⃗� 

𝑑𝑠
|

2

= |
𝑑𝑁

𝑑𝑠
|
2

=
𝜏

𝑎
  

→ √𝑎2𝑘2 + 𝜏2 = 𝑎 |
𝑑�⃗⃗� 

𝑑𝑠
| 

 
 منحنی به معادلات زیر را تعیین کنید.  ان هندسی مرکز انحنایمعادلات پارامتری مک :13مثال

{
𝑦 = 𝑎(1 − 𝐶𝑜𝑠𝛼)
𝑥 = 𝑎(𝛼 − 𝑆𝑖𝑛𝛼)

 

 توجه به روابط مربوط به مرکز انحناء   با حل:
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𝑥 − 𝑥0 =
𝑦′

𝑦"
(1 + 𝑦′2)   , 𝑦 − 𝑦0 = −

1

𝑦"
(1 + 𝑦′2)  

  ، در روابط مربوط به مرکز انحناء  y,xو همچنین  "y',yپس از قرار دادن مشتقات مرتبه اول و دوم یعنی 

 شود.رانجام معادلات پارامتری حاصل میس

{
𝑥 = 𝑎(𝛼 − 𝑆𝑖𝑛𝛼)  ,    

𝑑𝑥

𝑑𝛼
= 𝑎(1 − 𝐶𝑜𝑠𝛼)

𝑦 = 𝑎(1 − 𝐶𝑜𝑠𝛼)     ,
𝑑𝑦

𝑑𝛼
= 𝑎(𝑆𝑖𝑛𝛼)  

  

𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦 𝑑𝑥⁄

𝑑𝑥
𝑑𝛼

=
𝑎𝑆𝑖𝑛𝛼

𝑎(1 − 𝐶𝑜𝑠𝛼)
=

𝑆𝑖𝑛𝛼

1 − 𝐶𝑜𝑠𝛼
   → 𝑦′ =

𝑆𝑖𝑛𝛼

1 − 𝐶𝑜𝑠𝛼
 

𝑦" =
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=
𝑑

𝑑𝑥
= (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) =

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑆𝑖𝑛𝛼

1 − 𝐶𝑜𝑠𝛼
) =

𝑑 (
𝑆𝑖𝑛𝛼

1 − 𝐶𝑜𝑠𝛼)

𝑑𝛼
 
𝑑𝛼

𝑑𝑥
= 

Cosα−1

(1−Cosα)2
×

1

1−Cosα
  ⇒  𝑦" =

−1

(1−Cosα)2
  

𝑥 − 𝑥 =
𝑦′

𝑦"
(1 + 𝑦′

2
)  ⇒ 𝑎(𝛼 − 𝑆𝑖𝑛𝛼) − 𝑥0 =

𝑆𝑖𝑛𝛼

1−Cosα
−1

𝑎(1−Cosα)2

(1 +
Sin2𝛼

(1−Cosα)2
)  

𝑎(𝛼 − 𝑆𝑖𝑛𝛼) − 𝑥0 = −2𝑎𝑆𝑖𝑛𝛼  ⇒ 𝑥0 = 𝑎(𝛼 + 𝑆𝑖𝑛𝛼)  
 شود:نیز حاصل می 0yبه همین شکل 

𝑦 − 𝑦0 =
1

𝑦"
(1 + 𝑦′

2
)  ⇒ 𝑎(1 − 𝐶𝑜𝑠𝛼) − 𝑦0 = 𝑎(1 − Cosα)

2(1 +
Sin2𝛼

(1−Cosα)2
)  

𝑎(1 − Cosα)2 [
2(1−Cosα)

(1−Cosα)2
] = 2𝑎(1 − Cosα)  ⇒   𝑦0 = 𝑎(cosα − 1)  

 

𝑥 , با معادلات  Cبرای منحنی  :14مثال = ∫ Cos (
𝜋

2
𝑡2) 𝑑𝑡

𝜃

0
  𝑦 = ∫ Sin (

𝜋

2
𝑡2) 𝑑𝑡

𝜃

0
انحنای   

 .شوداز مبداء مختصات سنجیده می  sحساب کنید که در آن  sبه صورت تابعی از طول قوس  منحنی را

قاعده لایب نیتز 𝑑
𝑑𝑥
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑣′(𝑥)𝑓((𝑣(𝑥)) − 𝑢′(𝑥). 𝑓(𝑢(𝑥))
𝑣(𝑥)

𝑢(𝑥)
                   

 های متغیر:عین با کرانه ن مشتق از انتگرال مبا استفاده از قاعده لایب نیتز جهت گرفت :حل

𝑥′ =
𝑑𝑥

𝑑𝜃
= 1 × 𝐶𝑜𝑠

𝜋

2
𝜃2 − 0 × 𝐶𝑜𝑠

𝜋

2
𝜃2 × 02 = 𝐶𝑜𝑠

𝜋

2
𝜃2 → 𝑥′ = 𝐶𝑜𝑠

𝜋

2
𝜃2  

𝑥" = −
𝜋

2
× 2𝜃𝑆𝑖𝑛

𝜋

2
𝜃2   → 𝑥" = −𝜋𝜃𝑆𝑖𝑛

𝜋

2
𝜃2  

𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝜃
= 1 × 𝑆𝑖𝑛

𝜋

2
𝜃2 − 0 × 𝑆𝑖𝑛

𝜋

2
𝜃2 × 02 = 𝑠𝑖𝑛

𝜋

2
𝜃2 → 𝑦" =

𝜋

2
2𝜃 ×

𝐶𝑜𝑠
𝜋

2
𝜃2 = 𝜋𝐶𝑜𝑠

𝜋

2
𝜃2  
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= 𝑣 بردار سرعت x′i + y′j  , |𝑣 | = √x′2 + y′2 → |𝑣 | = √Cos2
π

2
θ2 + Sin2

π

2
θ2  

𝑘 انحنا  = |
𝑥′𝑦"−𝑦′𝑥"

|�⃗� |3
| = (𝐶𝑜𝑠

𝜋

2
𝜃2) (𝜋𝜃𝐶𝑜𝑠

𝜋

2
𝜃2) − (𝑆𝑖𝑛

𝜋

2
𝜃2) (𝜋𝜃𝑆𝑖𝑛

𝜋

2
𝜃2)  

= πθ [Cos2
π

2
θ2 + Sin2

π

2
θ2] = πθ  → k = πθ  

𝑑𝑠 = √(𝑑𝑥)2 + (𝑑𝑦)2 = √(
𝑑𝑥

𝑑𝜃
)2 + (

𝑑𝑦

𝑑𝜃
)2𝑑𝜃 = √x′2 + y′2𝑑𝜃  

𝑑𝑠 = √𝐶𝑜𝑠2
𝜋

2
𝜃2 + 𝑆𝑖𝑛2

𝜋

2
𝜃2 = 𝑑𝜃  , 𝑑𝑠 = 𝑑𝜃  → 𝑠 = 𝜃 → 𝑘 =→ 𝑠 = 𝜋𝑠  

 
 ، داده شده است معادلات پارامتری  مانند Cمنحنی  :15مثال

ƶ = 𝑏𝑒𝑎𝑡  , 𝑦 = 𝑒𝑎𝑡𝐶𝑜𝑠𝑏𝑡  , 𝑥 = 𝑒𝑎𝑡𝑆𝑖𝑛𝑏𝑡  
 ( .اعداد ثابتی هستند  b,aو انحنای منحنی را بیابید. ) B,N,Tبردارهای  t=0 ی در لحظه

 شود.نوشته میموقعیت منحنی  یابتدا معادله  حل:

�⃗� (𝑡) = (𝑒𝑎𝑡𝑆𝑖𝑛𝑏𝑡)𝑖 + (𝑒𝑎𝑡𝐶𝑜𝑠𝑏𝑡 )𝑗 + 𝑏𝑒𝑎𝑡�⃗�  

𝑣 (𝑡) =
𝑑�⃗� (𝑡)

𝑑𝑡
= −[𝑎𝑒𝑎𝑡𝑆𝑖𝑛𝑏𝑡 + 𝑏𝐶𝑜𝑠𝑏𝑡]𝑖 + [𝑎𝑒𝑎𝑡𝑆𝑖𝑛𝑏𝑡 + 𝑏𝐶𝑜𝑠𝑏𝑡]𝑗 +

𝑎𝑏𝑒𝑎𝑡�⃗�   

𝑣 (𝑡) = 𝑣𝑥𝑖 + 𝑣𝑦𝑗 + 𝑣ƶ�⃗�    , |𝑣 (𝑡)| = √(𝑣𝑥)2 + (𝑣𝑦)2 + (𝑣ƶ)2 

|𝑣 (𝑡)| =

√(𝑒𝑎𝑡)2(𝑎𝑆𝑖𝑛𝑏𝑡 + 𝑏𝐶𝑜𝑠𝑏𝑡)2 + (𝑒𝑎𝑡)2 + (𝑎𝐶𝑜𝑠𝑏𝑡 − 𝑏𝑆𝑖𝑛𝑏𝑡)2 + (𝑎𝑏)2(𝑒𝑎𝑡)2  

𝑒𝑎𝑡√(𝑎𝑆𝑖𝑛𝑏𝑡 + 𝑏𝐶𝑜𝑠𝑏𝑡)2 + (𝑎𝐶𝑜𝑠𝑏𝑡 − 𝑏𝑆𝑖𝑛𝑏𝑡)2 + 𝑎2𝑏2 

𝑒𝑎𝑡√𝑎2(𝑆𝑖𝑛2𝑏𝑡 + 𝐶𝑜𝑠2𝑏𝑡) + 𝑏2(𝑆𝑖𝑛2𝑏𝑡 + 𝐶𝑜𝑠2𝑏𝑡) + 𝑎2𝑏2 

|𝑣 (𝑡)| = 𝑒𝑎𝑡√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎2𝑏2|         ,       𝑣 (0)| = √𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎2𝑏2 

�⃗� (0) =
�⃗� (0)

|�⃗� (0)|
   , 𝑣 (0) = 𝑏𝑖 + 𝑎𝑗 + 𝑎𝑏�⃗�   

�⃗� (0) =
𝑏

√𝑎2+𝑏2+𝑎2𝑏2
𝑖 +

𝑎

√𝑎2+𝑏2+𝑎2𝑏2
𝑗 +

𝑎𝑏

√𝑎2+𝑏2+𝑎2𝑏2
�⃗�   

𝑇′⃗⃗  ⃗(𝑡) = [
�⃗� (𝑡)

|�⃗� (𝑡)|
]
′

=
𝑑

𝑑𝑡
[
𝑒𝑎𝑡𝑎𝑆𝑖𝑛𝑏𝑡+𝑏𝐶𝑜𝑠𝑏𝑡)𝑖 +𝑒𝑎𝑡(𝑎𝐶𝑜𝑠𝑏𝑡−𝑏𝑆𝑖𝑛𝑏𝑡)𝑗 +𝑎𝑏𝑒𝑎𝑡�⃗� 

𝑒𝑎𝑡√𝑎2+𝑏2+𝑎2𝑏2
]  
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𝑇′⃗⃗  ⃗(𝑡) =
1

√𝑎2+𝑏2+𝑎2𝑏2
[𝑎𝑏𝐶𝑜𝑠𝑏𝑡 − 𝑏2𝑆𝑖𝑛𝑏𝑡)𝑖 + (−𝑏2𝐶𝑜𝑠𝑏𝑡 − 𝑎𝑏𝑆𝑖𝑛𝑏𝑡)𝑗 ]  

𝑇′(0) −
1

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎2𝑏2
[𝑎𝑏𝑖 − 𝑏2𝑗 ] =

𝑏

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎2𝑏2
[𝑎𝑖 − 𝑏𝑗 ] 

|𝑇′(0)| =
𝑏√𝑎2 + 𝑏2

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎2𝑏2
 → |𝑇′(0)| = 𝑏√

𝑎2 + 𝑏2

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎2𝑏2
 

�⃗⃗� (0) =
𝑇′⃗⃗⃗⃗ (0)

|𝑇′(0)|
=

𝑏

√𝑎2+𝑏2+𝑎2𝑏2
(𝑎𝑖 −𝑏𝑗 )

𝑏√𝑎2+𝑏2

√𝑎2+𝑏2+𝑎2𝑏2

  →  �⃗⃗� (0) =
𝑎

√𝑎2+𝑏2
𝑖 −

𝑏

√𝑎2+𝑏2
𝑗   

( )( )

( )( )k+bajbaiab

+ba b+a+ba
ba

abab

kji

+ba b+a+ba

+ba

b

+ba

a
 b+a+ba

ab

 b+a+ba

a

 b+a+ba

b
kji









2222

222222222222

2222

222222222222

1

0

11

0

=(0)N×(0)T=(0)B

−+

=

−



=

−

 

𝑎 (𝑡) = {𝑒𝑎𝑡(𝑎𝑏𝐶𝑜𝑠𝑏𝑡 − 𝑏2𝑆𝑖𝑛𝑏𝑡) + 𝑎𝑒𝑎𝑡(𝑎𝑆𝑖𝑛𝑏𝑡 + 𝑏𝐶𝑜𝑠𝑏𝑡)}𝑖 + 

{𝑒𝑎𝑡(𝑎2𝑏𝑆𝑖𝑛𝑏𝑡 − 𝑏2𝐶𝑜𝑠𝑏𝑡) + 𝑎𝑒𝑎𝑡(𝑎𝐶𝑜𝑠𝑏𝑡 − 𝑏𝑆𝑖𝑛𝑏𝑡)}𝑗 + 𝑎2𝑏𝑒𝑎𝑡�⃗�  

( ) ( ) ( ) ( ) kbajbaiabkbajbaiababa
 222222 20 +−+=+−++=  

𝑡 = در بردار سرعت    t=0دادن  با قرار  اولیه    ی ، همچنین بردار سرعت در لحظه  بردار شتاب در لحظهی  0

)                       شود.حاصل می ) kabjaibv


++=0 

 

( )kababjbaiab

babaab

abab

kji

)=(a)×(v




 223223

222

2

2

00 −−−+=

−
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( )
( )

( )
( )

2222

22232442

2222

3
2222

222324462

3

2

2

0

00
0

baab

abababa

baab

b

baab

ababbaba

)(v

)(a)×(v
k

++

−−−+

++

=

++

−−−+
== 



 

 

,0)و  (1,0±)های مرز )پیرامون( مربع با راس Cاگر  :16ثال م  حاصل  ،در جهت مثلثاتی باشد (±1

انتگرال  +

+

C yx

dydx
 . (20-3)شکل   را بیابید

yxمعادلات هر چهار مسیر را نوشته و   ابتداحل:   .شودمیدر آنها تعیین  ,
 

 
ی مختصات به طور کاملاً متقارن مربع واقع در چهار ناحیه-20-3شکل  

 

𝐶1: 𝑥 + 𝑦 = 1  , |𝑥| = 𝑥  , |𝑦| = 𝑦   , 𝑦 = 1 − 𝑥   → 𝑑𝑦 = −𝑑𝑥  

𝐼1 = ∫
𝑑𝑥−𝑑𝑦

𝑥+𝑦

1

0
= ∫

𝑑𝑥−𝑑𝑥

1

1

0
= 0  

𝐶2: 𝑦 = 𝑥 + 1    → 𝑑𝑦 = 𝑑𝑥     ,     |𝑥| = −𝑥   

𝐼2 = ∫
𝑑𝑥 + 𝑑𝑥

−𝑥 + 𝑥 + 1

−1

0

= −2∫ 𝑑𝑥 = −2
0

−1

 

𝐶3: 𝑦 = 1 − 𝑥    → 𝑑𝑦 = −𝑑𝑥   , |𝑥| = −𝑥    , |𝑦| = −𝑦  

𝐼3 = ∫
𝑑𝑥 + 𝑑𝑦

−𝑥 − 𝑦 + 1

1

0

= 0 

𝐶4: 𝑦 = 𝑦 = 𝑥 − 1    → 𝑑𝑦 = 𝑑𝑥      , |𝑥| = 𝑥    , |𝑦| = −𝑦  
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𝐼4 = ∫
𝑑𝑥 + 𝑑𝑥

𝑥 − 𝑦

1

0

= ∫
2𝑑𝑥

+1
= 2

1

0

 

𝐼 = 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3 + 𝐼4 = 0 + (−2) + 0 + 2    → 𝐼 = 0 
 

 ی محدود به رویه Rای حساب کنید که ناحیه انتگرال زیر را روی سطح بسته -17 مثال   

 ƶ = 4 − 𝑥2 − 𝑦2 یو صفحه  ƶ =  را احاطه کرده باشد.  0

∬ (1 + 𝑡𝑎𝑛2 𝑥 + 𝑦2
𝑠

)𝑑𝑥𝑑ƶ + ((3𝑥2 − 5𝑦ƶ + 5ƶ)𝑑𝑥𝑑𝑦 + (𝑒ƶ + 3𝑥𝑦)𝑑𝑦𝑑ƶ  

 استور گرادسکی:  -استفاده از دستور گاوسبا  حل:

∬ 𝑀𝑑𝑦𝑑ƶ + 𝑁𝑑𝑥𝑑ƶ𝑝𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∬ (
𝜕𝑀

𝜕𝑥𝑅𝑠
+
𝜕𝑁

𝜕𝑦
+
𝜕𝑃

𝜕ƶ
)𝑑ƶ𝑑𝑦𝑑𝑥 =   

∭ �⃗� . 𝐹 𝑑ƶ𝑑𝑦𝑑𝑥 =∭ 𝑑𝑖𝑣𝐹 . 𝑑𝑉
𝑅𝑅

 

 ه کرد.د از قضیه دیورژانس استفارا به صورت زیر نوشت و    𝐹توان میدان  لذا می
 

𝐹 = (𝑒ƶ + 3𝑥𝑦)𝑖 + (1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥 + 𝑦2)𝑗 + (3𝑥2 − 5𝑦ƶ + 5𝑧)�⃗� = 𝐹𝑥𝑖 +

𝐹𝑦𝑗 + 𝐹𝑧�⃗�   

𝑑𝑖𝑣𝐹 =
𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐹ƶ

𝜕ƶ
= (3𝑦 + 2𝑦 − 5𝑦 + 5) = 5  

حاصل انتگرال  = 𝐼 =∭ 5dƶdydx
𝑅

= 5∬ [∫ dƶ
4−𝑥2−𝑦2

0
]

𝐷
𝑑𝑦𝑑𝑥  

5∬ (
𝐷

4 − 𝑥2 − 𝑦2)𝑑𝑦𝑑𝑥  

 :Dگیری برای یافتن میدان انتگرال

4 − 𝑥2 − 𝑦2 = 0  →  𝑥2 + 𝑦2 = و     4 − 2 ≤ 𝜌 ≤ 2  

 :شوداز دستگاه مختصات قطبی استفاده می

𝐼 = 5∬ (4 − 𝑥2 − 𝑦2)𝑑𝑦𝑑𝑥
𝐷

𝑑𝐴 در دستگاه قطبی      و        = 𝜌𝑑𝜌𝑑𝜃  

( ) 





402452545

2

0

2

0

2
2

2

0

2

0

2 ==







−=−   ddd

4
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= �⃗�اگر   :18مثال 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + ƶ�⃗�  یبسته ینشان دهید که حجم فضای محصور توسط رویه  ،باشد s  

|V| ی از رابطه =
1

3
∬ 𝑟𝐶𝑜𝑠𝜃𝑑𝑠
S

در داخل  p(x,y,ƶ) ی فاصله نقطه rکه در آن شود حاصل می 

 است.  p ی ( در نقطهs)بردار یکه قائم خارجی رویه   �⃗�و    𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗بین   یزاویه θتا مبداء مختصات و  s یرویه

 حل: 

∭𝑑𝑖𝑣�⃗� 𝑑𝑉 = ∬�⃗� . �⃗� 𝑑𝑠

𝑆𝑉

 

𝑂(0,0,0)  , 𝑃(𝑥, 𝑦, ƶ)    →  𝑜𝑝⃗⃗⃗⃗ = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧�⃗�    , 𝑜𝑝 = �⃗�  

𝑑𝑖𝑣�⃗� = �⃗� . �⃗� =
𝜕𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕ƶ

𝜕ƶ
= 1 + 1 + 1 = 3 

�⃗� . �⃗� = 𝑜𝑝⃗⃗⃗⃗ . �⃗� = ‖𝑜𝑝⃗⃗⃗⃗ ‖. ‖�⃗� ‖𝐶𝑜𝑠𝜃 = ‖𝑜𝑝⃗⃗⃗⃗ ‖𝐶𝑜𝑠𝜃 = 𝑟𝐶𝑜𝑠𝜃 

 بردار نرمال یکه است پس:   �⃗�چون  

1, == nrop 

∭𝑑𝑖𝑣�⃗� 

𝑉

𝑑𝑣 =∭3𝑑𝑣

𝑉

= 3|𝑣| = ∬𝐶𝑜𝑠𝜃𝑑𝑠   → |𝑣| =
1

3
∬𝑟𝐶𝑜𝑠𝜃𝑑𝑠

𝑆𝑆

 

 
 شود. یین میر تعی زیاز رابطه  s ی نشان دهید که حجم فضای محصور توسط رویه بسته :19مثال

|𝑉| =
1

3
∬ 𝐹 . �⃗� 𝑑𝑠
𝑠

= 𝐹 و   �⃗�که در آن    𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + ƶ�⃗�   بردار یکه نرمال خارجی رویهs  .است 

 :شودمیدیورژانس استفاده  ی از قضیه حل:
1

3
∬ 𝐹 . �⃗� 𝑑𝑠
𝑠

=
1

3
∭ (∇⃗⃗ . 𝐹 )𝑑𝑉   ,    

1

3
∭

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥𝑉
+
𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐹ƶ

𝜕ƶ
)𝑑𝑉 =

1

3
∭ 3𝑑𝑉

𝑉𝑉
  

∭ 𝑑𝑉 = 𝑉   حجم محصور
𝑉

  
 

∬مقدار انتگرال  : 20مثال 𝐹 . �⃗� 𝑑𝑠
𝑠

𝐹را بیابید در صورتی که در آن    = (𝑥, 𝑦, ƶ) = (𝑥, 𝑦, ƶ)    و

s گون  سطح بیضی�⃗�    ,
𝑋2

𝑎2
+

𝑏2

𝑏2
+

ƶ2

𝑐2
=  است.  sی عمود بر ار یکه خارجردب 1

 .گردددیورژانس استفاده می ی از قضیه حل:

∬𝐹 . �⃗� 𝑑𝑠 = ∬(∇⃗⃗ . 𝐹 )𝑑𝑉

𝑛𝑠

= 
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∭ (
𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐹ƶ

𝜕ƶ
) 𝑑𝑉 =∭ 3𝑑𝑉 =  (حجم بیضیگون  )3

𝑅𝑅
  

 :دوشاستفاده می ز تغییر متغیرهای زیرگون احجم بیضی ی حال برای محاسبه

cwzw
c

z
bvyv

b

y
auxu

a

x
====== ,, 

abc

c

b

a

w

z

v

z

u

z
w

y

v

y

u

y
w

x

v

x

u

x

J ==



































=

00

00

00

 

 گردد:واحد تبدیل می شعاع باای گون به کره با این تغییر متغیر بیضی

𝑉 =∭ 𝑎𝑏𝑐 × 𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑤 = 𝑎𝑏𝑐∭𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑤
 

𝑅′
      ,      𝑎𝑏𝑐 =

4

3
𝜋 × 13𝜋𝑎𝑏𝑐  

 

حجم بیضی گون داده  شده  = 4

3
𝜋𝑎𝑏𝑐          ,       حاصل انتگرال = 3 × 4

3
𝜋𝑎𝑏𝑐 = 4𝜋𝑎𝑏𝑐  

 

|Ф ⃗⃗∇| خواصمخالف صفر و  Фاگر میدان اسکالر  :21مثال
2
= 4Ф  و (𝑑𝑖𝑣Ф∇⃗⃗ Ф) = 10Ф   

∬آنگاه مقدار برقرار باشد،
∂Ф

∂n
𝑑𝑠  به طوری کهs  به مرکز مبدا مختصات وn خارجی آن  یبردار یکه

 باشد را بیابید. 

 حل: 

10Ф = 𝑑𝑖𝑣(Ф�⃗� Ф) = �⃗� Ф. �⃗� Ф + Ф. 𝑑𝑖𝑣(�⃗� Ф) = |�⃗� Ф|
2
+Ф𝑑𝑖𝑣(�⃗� Ф)  

4Ф + Ф𝑑𝑖𝑣(�⃗� Ф)  → 𝑑𝑖𝑣(�⃗� Ф) = 𝑠 

از طرفی
∂Ф

∂n
                             پس است   nدر امتداد  Фنام دیگری از مشتق جهت تابع  

𝜕Ф

𝜕𝑛
= �⃗� Ф. �⃗�  

∬
∂Ф

∂n
ds = ∬ (�⃗� Ф. �⃗� )𝑑𝑠 = ∭ 𝑑𝑖𝑣(�⃗� Ф)𝑑𝑉 =∭ 6𝑑𝑉 =

𝑅𝑅𝑠𝑠

(حجم کره واحد) 6 = 6 (
4

3
× 𝜋 × (1)3) = 6 ×

4𝜋

3
= 8𝜋  

 
که متحد با صفر نیست، دارای مشتقات جزئی پیوسته تا مرتبه دوم است و مقدارش بر   u(x,y,ƶ) :22مثال 

ی  دیورژانس را برا  ی باشد. اگر قضیهصفر می بت( ثا  a) 0a=روی سطح کره به مرکز مبداء و شعاع  

 انتگرال زیر را بیابید.  آنگاه مقدار  ،ددر داخل و بر روی سطح کره بکار ببری 𝑢∇⃗⃗ 𝑢   میدان برداری
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ap

udxdydzu


2 

     را  uپس  ، شودصفر می p=a>0بر روی سطح کره به مرکز مبدا مختصات و شعاع  uچون مقدار  حل:

 گرفت.زیر در نظر ان به فرم می تو

𝑢(𝑥, 𝑦, ƶ) = 𝑥2 + 𝑦2 + ƶ2 − 𝑎2  , ∇2𝑢 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕ƶ2
= 2 + 2 + 2 = 6  

∭ 6(𝑥2 + 𝑦2 + ƶ2 − 𝑎2)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑ƶ = 6∫ ∫ ∫ ( 
2
−

𝑎

0

𝜋

0

2𝜋

0 <𝑎

𝑎2) . 
2
𝑠𝑖𝑛10. 𝑑  𝑑𝜑𝑑𝜃  

6∫ ∫ [
𝑝5

5
−
𝑎2𝑝3

3
] 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑑𝜑𝑑𝜃 =

𝜋

0

2𝜋

0

6∫ ∫ [−2
𝑝5

15
] 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑑𝜑𝑑𝜃

𝜋

0

2𝜋

0

 

المان حجم در مختصات دکارتی = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑ƶ  و  

{
المان حجم در مختصات کروی =  2

𝑠𝑖𝑛𝜑𝑑𝜑𝑑𝜃

0 ≤  ≤ 𝑎  , 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋   , 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋
 

{𝑥2 + 𝑦2 + ƶ2 = 𝑝2(   (معادله کره به   مرکز مبدا و شعاع 

حاصل انتگرال  = + 4a5

5
∫ [cos𝜑]
2π

0
dθ =

−8a5

5
∫ dθ =

−16

5

2π

0
πa5  

 مسائل برای حل 

𝑐2              بدست آورید. ABCها را برای مثلث  س قانون کسینو -1 = 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏𝐶𝑜𝑠𝑐 

, C⃗راهنمایی: اضلاع  �⃗� , 𝐴   را برای مثلثabc  در نظربگیرید به طوری کهC⃗ = �⃗� − 𝐴  و سپس از رابطه  

)برداری   )( )BABACC


−−= ده کنید.تفااس ..

 

 

بدست آورید. ABCثها را برای مثلقانون سینوس  -2
c

SinC

b

SinB

a

SinA
==

 

 

, C⃗راهنمایی: اضلاع   �⃗� , 𝐴    را برای مثلثABC که  بگیرید به طوریدر نظرA⃗⃗ + �⃗� + 𝐶 = و طرفین  0

 ضرب خارجی نمائید.  𝐴 و �⃗� و C⃗آن را در بردارهای  

 نشان دهید. ، سه بردار دلخواه باشند   𝐴 و  �⃗� و   C⃗اگر   -3

)الف(   ) ( ) ( )BACACBCBA


== )ب(        ... ) ( ) ( )BACCABCBA


.... −=

 

 

,𝑟3فرض کنید   -4 𝑟2, 𝑟1 ی بردارهای وضعیت سه نقطه  𝑝3, 𝑝2, 𝑝1   باشند، نشان دهید 

  (𝑟 − 𝑟 1). (𝑟 − 𝑟 2) × (𝑟 − 𝑟 3) = = 𝑟که در آن   0 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧�⃗�    
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= 𝑟اگر    -5 𝑎 𝐶𝑜𝑠𝜔𝑡 + �⃗� 𝑆𝑖𝑛𝜔𝑡    که در آنa,b    دو بردار ثابت و𝜔    ثابت اسکالر است در نظر گرفته

 شود. نشان دهید: می
𝑑𝑟 

𝑑𝑡2
+ 𝜔2𝑟 = 0   , 𝑟 ×

𝑑𝑟 

𝑑𝑡
= 𝜔(𝑎 × �⃗� )   

 زیر برقرار است. یرابطه C , B , Aنشان دهید برای بردارهای دلخواه  -6

A⃗⃗ . (B⃗⃗ × C⃗ ) = (A⃗⃗ × B⃗⃗ ). C⃗  

)نشان دهید:  -7 ) B
du

Ad

du

Bd
ABA

du

d 



+=

 

BAآن که در


به      دیفرانسیل پذیر نسبت  یتوابع بردار  ,

u  .هستند 

× 𝐴∫نشان دهید   -8
𝑑2𝐴 

𝑑𝑡2
𝑑𝑡 = 𝐴 ×

𝑑𝐴 

𝑑𝑡
+ 𝐶   که در آنC  اری است. بت بردیک ثا 

پهنای   مقابل آن حرکت نماید. فرض کنید خواهد از یک طرف رودخانه به طرفمردی با یک قایق می -9

هستند، نشان دهید که مرد قایق ران بایستی   v<V, Vهای قایق و جریان آب به ترتیب  و سرعت  Dرودخانه  

𝑠𝑖𝑛−1تحت زاویه 
𝑣

𝑉
برای گذشتن  رکت کند، همچنین زمان مورد نیاز نسبت به مسیر عمود بر رودخانه ح 

𝐷از عرض رودخانه  

√𝑉2−𝑣2
 می باشد.  

 ، کندحرکت می  𝑟موقعیت روی مسیر بیضوی با بردار که برایمماس و نرمال ذره های ن دهید شتابنشا -10

 𝑟 = 𝑎𝐶𝑜𝑠𝜔𝑡𝑖 + 𝑏𝑆𝑖𝑛𝜔𝑡𝑗   :به ترتیب عبارتند از 
𝜔2𝑎𝑏

√𝑎2𝑆𝑖𝑛2𝜔𝑡+𝑏2𝐶𝑜𝑠2𝜔𝑡
            ,

𝜔2(𝑎2−𝑏2)𝑆𝑖𝑛𝜔𝑡.𝐶𝑜𝑠𝜔𝑡

√𝑎2𝑆𝑖𝑛2𝜔𝑡+𝑏2𝐶𝑜𝑠2𝜔𝑡
  

کند. اگر ذره از حرکت می αثابت  ایبا شتاب زاویه  Rای به شعاع بر روی دایره  mذره ای به جرم  -11

   αt  مساوی 𝜔ای سرعت زاویه tنشان دهید بعد از گذشت زمان  ،روع به حرکت نمایدحالت سکون ش

𝑠باشد و طول قوس پوشش داده شده نیز  می =
1

2
𝑅𝜔𝑡2  .است 

 .نشان دهیدروابط زیر را  صحت  -12

)الف(   ) vuvu +=+


                       

)ب(   ) BABA


... +=+

 

)ج(   ) BABA


+=+

                

)د(   ) ( )AAA


..2 +−=

 

)ذ(   ) ( )AuAuAu


+=

               

)ر(   ) ( ) ( )BAABBA


−= ...

 

)ز(   ) kzjyixrrr


++== ,02

        

)ژ(   ) 0.,0)( == AAcurldiv


 

)س(   ) 0,0)( == 


gradcurl

       

)(  ش ) ( ) 2222

.. BABABA


=+
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)(  ص ) ( ) ( )AAA


.. += 

                  

(  ض
dt

dA
A

dt

Ad
A =



.

 

)(  ط )( ) ( )( ) ( )( ) 0=++ DBACDACBDCBA


         

, A⃗⃗اگر  -13 B,⃗⃗  ⃗ C⃗     سه بردار باشند که همزمان در یک صفحه نباشند و 

x1A⃗⃗ + y1B⃗⃗ + ƶ1c = x2A⃗⃗ + y2B⃗⃗ + ƶ2c  
ƶ1نشان دهید لازم است   = ƶ2       , y1 = y2    ,   ƶ1 = ƶ2  

 d2r⃗  یمعادله -14

dt2
= −gk⃗   را حل کنید که در آنg های مسئله عبارتند ازثابت است، داده ک ی : 

 𝑑𝑟 در

𝑑𝑡
= 𝑣0�⃗�   , 𝑟 = 0 , 𝑡 = = 𝑟  :جواب           0 (𝑣0 + −

1

2
𝑔𝑡2) �⃗�  

Фاگر  -15 =
1

√x2+y2+ƶ2
)تمام نقاط جز مبداء  ای بر  آنگاه    ) 0.2 == 


 است.  برقرار  

, A⃗⃗اگر  -16 B,⃗⃗  ⃗ C⃗   های زیر را نتیجه بگیرید. نامساوی  ،سه بردار دلخواه باشند 

+ A⃗⃗| (الف B⃗⃗ | ≤ |𝐴 | + |B⃗⃗ |          ,      ب) |A⃗⃗ + B⃗⃗ + C⃗ | ≤ |𝐴 | + |B⃗⃗ | + |C⃗ | 

عبارت است   ،کندبر روی یک منحنی فضایی حرکت می هشتاب یک ذره ک  یدهید که اندازه نشان  -17

)√    از:
𝑑𝑣

𝑑𝑡
)2 +

𝑣2

𝑅2
 باشد.شعاع انحنا می Rسرعت مماس و   vکه در آن  

∫      نشان دهید:   ،میدان برداری باشد   A⃗⃗و    Cمنحنی   یبردار یکه   T⃗⃗اگر -18 𝐴 . 𝑑𝑟 = ∫ 𝐴 . �⃗� 𝑑𝑠
𝑐𝑐

                                 

 پارامتر طول قوس است. sکه در آن  

, A⃗⃗اد شده توسط بردارهای  نشان دهید که مساحت مثلث ایج -19 B,⃗⃗  ⃗ C⃗   گردد:ی زیر تعیین میاز رابطه 

𝐴 =
1

2
|A⃗⃗ × B ⃗⃗  ⃗ + B ⃗⃗  ⃗ × C⃗ + C⃗ × A⃗⃗ |   

× A⃗⃗ی نشان دهید که معادله -20 X ⃗⃗⃗  = B ⃗⃗ ≠ A⃗⃗که  ، درصورتیشودمیحاصل   ⃗  0  , A⃗⃗ . B⃗⃗ = و پاسخ   0

= X⃗⃗معادله به فرم   B ⃗⃗  ⃗ ×
A⃗⃗ 

𝐴2
⃗⃗⃗ X    ا به فرمباشد. پاسخ عمومی معادله رمی    = B ⃗⃗  ⃗ ×

A⃗⃗ 

𝐴2
+ ʎA⃗⃗     بیابید که در

ʎ  یک اسکالر دلخواه است.آن 

.  A⃗⃗ ینشان دهید جواب معادله -21 X ⃗⃗⃗  = 𝑝  به فرمX ⃗⃗⃗  =
𝑝A⃗⃗ 

𝐴2
+ V ⃗⃗  ⃗ × A⃗⃗   باشد که در آن میV ⃗⃗ یک  ⃗ 

 بردار دلخواه است. 

= B⃗⃗اگر  -22 T ⃗⃗  ⃗ × N ⃗⃗  ⃗ , N ⃗⃗  ⃗, T ⃗⃗ ائم دوم یکه برای  به ترتیب بردارهای مماس یکه، قائم اصلی یکه و ق ⃗ 

= ⃗⃗ rمنحنی فضایی  r ⃗⃗ (𝑢)   آنگاه شوندو همچنین این بردارها دیفرانسیل پذیر در نظر گرفته ، 
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𝑑T⃗⃗ 

𝑑𝑠
= 𝑘N ⃗⃗  ⃗    ,

𝑑B⃗⃗ 

𝑑𝑠
= 𝜏N ⃗⃗  ⃗    ,

𝑑N⃗⃗ 

𝑑𝑠
= 𝜏N ⃗⃗  ⃗ − 𝑘T⃗⃗   ن در آ و هستند  سرت - روابط فرنت کهk   انحنا و

𝜏   همچنین   است،پیچش یا تاب  𝑅 =
1

𝑘
𝜎شعاع انحنا و    =

1

𝜏
 باشد. شعاع تاب می 

 CDدر راستای خط افقی  Aلغزنده( اگر  A) ، باشدمی lپیستون به طول  ی میله AB ،زیر در شکل -23

دوران نماید سرعت و   Oو مرکز    aای به شعاع  حول دایره   𝜔ای ثابت  ا سرعت زاویهز بنی  Bحرکت نماید و  

 را بیابید.  A یشتاب نقطه

         
 پیستون به همراه لغزنده  -21شکل 

در طرف مقابل آن   Q یکند تا به نقطهترک میرا یک طرف رودخانه   p یقایقی نقطه 22-3مطابق  -24

  r. اگر  ستا Dیعنی عرض رودخانه   Q, Pبین نقاط   یثابت باشد، فاصله   Vیق برسد. فرض کنید سرعت قا

نشان  ،باشد vباشد و همچنین سرعت جریان آب  PQو   𝑟بین  یو زاویه θبا قایق و  Qدلخواه از  یفاصله

𝑟 گردد:ی مقابل تعیین میمسیر قایق از رابطهدهید که  =
𝐷𝑆𝑒𝑐𝜃

(𝑆𝑒𝑐𝜃+𝑡𝑎𝑛𝜃)𝑉 𝑣⁄
                               

    

 
 های جریان آب و رودخانهبه همراه سرعت مسیر رودخانه -22-3شکل

 

ی دلخواه از  و همچنین سرعت و شتاب یک نقطه  𝑟ای بردار وضعیت نشان دهید در مختصات استوانه -25

 شوند. روابط زیر حاصل می

𝑟 = 𝜌𝐶𝑜𝑠𝜑𝑖 + 𝜌𝑆𝑖𝑛𝜑𝑗 + 𝑧�⃗�     ,      𝑣 = �̇�𝜌 1 + 𝜌�̇��⃗� 1 + �̇��⃗�  
𝑎 = (�̈� − 𝜌�̇�2)𝜌 1 + (𝜌�̈� + 2�̇��̇�)�⃗� 1 + ƶ̈�⃗�  
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,𝑟)نشان دهید در مختصات کروی  -26 𝜃, 𝜑)  بردار وضعیت𝑟  دلخواه از   یو سرعت و شتاب یک نقطه

 . شوندحاصل میروابط زیر 

𝑟 = 𝑟𝑆𝑖𝑛𝜃. 𝐶𝑜𝑠∅𝑖 + 𝑟𝑆𝑖𝑛𝜃𝑆𝑖𝑛∅𝑗 + 𝑟𝐶𝑜𝑠𝜃�⃗�  , 𝑣 = �̇�𝑟1⃗⃗⃗  + 𝑟�̇�𝜃1⃗⃗⃗⃗ + 𝑟𝜑�⃗� 1 
𝑎 = (�̈� − 𝑟�̇�2 − 𝑟𝜑2𝑆𝑖𝑛2𝜃)𝑟1⃗⃗⃗  + (2�̇��̇� + 𝑟�̈� − 𝑟�̇�

2𝑆𝑖𝑛𝜃𝐶𝑜𝑠𝜃)𝜃1⃗⃗⃗⃗ +  

(2𝑟�̇��̇� + 2�̇��̇�𝑆𝑖𝑛𝜃 + 𝑟�̈�𝑠𝑖𝑛𝜃)�⃗� 1 

∅نشان دهید لاپلاسین  -27 = 𝑓(𝑟)  که در آن𝑓(𝑟) =
𝑓′(𝑟)

𝑟
𝑟         و𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 + ƶ2     

𝑓(𝑟) =
𝑑𝑓

𝑑𝑟
∅2∇به فرم      = 𝑓"(𝑟) +

2

𝑟
𝑓′(𝑟) .است      

28- ∇2∅, 𝑑𝑖𝑣𝐴   , 𝑔𝑟𝑎𝑑∅  .را در مختصات کروی استخراج کنید 

 ت با:ای سهموی برابر اسدر سیستم مختصات استوانه  𝐴و گرادیان   ϕ  نشان دهید لاپلاسین -29

∇2∅ =
1

u2+v2
(
𝜕2∅⃗⃗ 

𝜕𝑢2
+

𝜕2∅⃗⃗ 

𝜕𝑣2
) +

𝜕2∅

𝜕ƶ2
  

𝑑𝑖𝑣𝐴 =
1

u2+v2
(
∂

∂u
√u2 + v2. A1) +

∂

∂v
(√u2 + v2. A2) +

∂A3

∂ƶ
  

𝑥ای سهموی  سیستم مختصات استوانهدر راهنمایی: =
1

2
(𝑢2 − 𝑣2) , 𝑦 = 𝑢𝑣 , ƶ = ƶ  

 نشان دهید برای سیستم مختصات منحنی الخط متعامد: -30

∇⃗⃗ ∅ =
e⃗ 1
h1

∂Ф⃗⃗⃗ 

∂u1
+
e⃗ 2
h2

∂Ф⃗⃗⃗ 

∂u2
+
e⃗ 3
h3

∂Ф⃗⃗⃗ 

∂u3
 

 ∇⃗⃗ ∅ = a1e⃗ 1 + a2e⃗ 2 + a3e⃗ 3  و از این واقعیت استفاده نمائید که𝑑Ф⃗⃗⃗ = ∇⃗⃗ ∅. 𝑑𝑟  مشابه سیستم   و

 باشد.مختصات منحنی الخط و کارتزین می های

 همساز باشد، آنگاه نشان دهید )به بخش آنالیز مختلط مراجعه نمائید(  Dو   u(x,y)اگر  -31

𝑢(𝑥, 𝑦) =
1

2𝜋
∮ (𝑢

𝜕𝐿𝑛𝑟

𝜕𝑛
− 𝐿𝑛𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑛
)𝑑𝑠

 

𝐶

 

 نشان دهید  -32

∮ |
𝜕𝑢

𝜕𝑛

𝜕𝑣

𝜕𝑟
𝑢 𝑣

|
𝐶

𝑑𝑠 = ∬ |∇
2𝑢 ∇2𝑣
𝑢 𝑣

|
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 

 باشد. می uلاپلاسین تابع  2𝑢∇به معنی دترمینان است و  ││ علامت 

نی یع 0yyu+xxu=یک تابع همساز باشد، یعنی دوبار مشتق پذیر بوده و  (x,y)فرض کنید که تابع  -33

∇2𝑢 = ∬ آنگاه نشان دهید.  0
∂u

∂n
ds = 0

𝐶
 



 

 45| آنالیز برداری   

,𝑥1هرگاه  -34 𝑦1, ƶ1 ای واقع بر کره نقطه𝑥2 + 𝑦2 + ƶ2 = 𝑎2  و𝑥2, 𝑦2, ƶ2 واقع بر  ای نقطه

𝑥2 یکره  + 𝑦2 + ƶ2 = 𝑏2  .باشد، آنگاه حاصل انتگرال زیر را تعیین کنید 

∫
𝑥𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦 + ƶ𝑑ƶ

√𝑥2 + y2 + ƶ2

(𝑥2,𝑦2,ƶ2)

(𝑥1,𝑦1,ƶ1)

 

 گرین نشان دهید: ی مشتق پذیر باشند، آنگاه به کمک قضیه عیتواب u,vهرگاه -35

∮ 𝑢�⃗� 𝑣. 𝑛𝑑𝑠 =
𝐶

∬{𝑢(�⃗� . �⃗� 𝑣) + �⃗� 𝑢. �⃗� 𝑣}

𝑃

𝑑𝑥𝑑𝑦 

,𝐹 (𝑥نیروی  گرین کار انجام شده توسط  یقضیهبه کمک  -36 𝑦) = 𝑥(𝑥 + 𝑦)𝑖 + 𝑥𝑦2𝑗   در

 ( و برگشت مجدد به مبدا را محاسبه کنید. 0و1( و از آنجا تا )1و0مبدا تا ) ای ازحرکت ذره 

2𝑢 ⃗⃗∇  دداشته باشی  D ی هرگاه بر ناحیه -37 =  آنگاه نشان دهید.  0

∬{(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)2 + (

𝜕𝑢

𝜕𝑦
)2}

𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∬
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑠

𝐶

 

را یک بار در  Cمنحنی مفروض که  ی گرین، کار انجام شده را برای حرکت شیئیاستفاده از قضیهبا  -38

  پیماید، تعیین کنید. فرض کنید که منحنی حرکت شی ناشی از میدان های ساعت میخلاف جهت عقربه 

,𝐹 (𝑥نیروی مفروض   𝑦)  گیری شود.حسب نیوتن اندازه  باشد و طول قوس بر حسب متر و نیرو بر   

)راس مثلثی   Cالف(  ) ( ) ( )0,0,02,2.0 )باشد.   می و ) ( ) ( )jxeiyeyxF yx


22 22

, +++=
 

3649ی بالایی بیضی  مرکب است از نیمه  Cب(  22 =+ yx  ی و بازه 22روی محور −وx ها 

( ) ( ) jxyiyxyyxF


++= 2, 

)ی زیر بوده و  با ضابطهی تعریف شده  ناحیه  Rاگر  -39 ) ( )ygyg 12  هموار باشند، نشان دهید:   ,

( ) ( ) ( ) ( ) ygxygdycyxRdA
x

N
dyyxN

C R
21,,,, =




=  

 ی مشخص شده محاسبه نمایید. الخط داده شده را با ناحیههای منحنیانتگرال -40

tan,:100254الف(  
1

221

2

2

=+−
+

− yxCxdydx
x

yx

C 

tantan,:14ب(   222 =++ yxCydyxydx
C 

)ج(   ) ( ) 10:, 46324 =+−++ yxCdyeyCosdxexSin
C

yx

 

د(   +
C

dyxdxy   وC ای که با محور  منحنی بستهx ها، خطx=1   2و منحنیxy  شود.  معین می =
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نشان دهید انتگرال خطی زیر مستقل از مسیر است. سپس مقدار آن را با استفاده از تابع پتانسیل بدست   -41

∮                                    آورید. (2𝑥𝑐𝑜𝑠𝑦 − 3)𝑑𝑥 − (𝑥2𝑠𝑖𝑛𝑦 + ƶ2)𝑑𝑦 − (2𝑦ƶ − 2)𝑑ƶ
𝐶

 

𝐶: 𝐴(−1,0,3) → 𝐵(1, 𝜋, 0) 
 خط داده شده را بیابید. حاصل انتگرال منحنی ال -42

∮ ƶ2𝑑𝑥 + 𝑥2𝑑𝑦 + 𝑦2𝑑ƶ
𝐶

    𝐶: �⃗� (𝑡) = 𝑎𝐶𝑜𝑠𝑡𝑖 + 𝑎𝑆𝑖𝑛𝑡𝑗 + 𝑡�⃗�    , 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋  

𝑟پیوسته    تابع دیفرانسیل پذیر f(x)اگر  -43 = √𝑥2 + 𝑦2 + ƶ2 نشان دهید:   ،باشد 

∬𝑓(𝑟)�⃗� 𝑑𝑠 =

𝑆

∭
𝑓′(𝑥)

𝑟
𝑉

𝑟 𝑑𝑉 

 آنگاه نشان دهید:  ، باشد  Vمحدود به ناحیه  sر یکه قائم به سمت خارج برای هر سطح بسته بردا  n⃗اگر  -44

∭𝑑𝑖𝑣�⃗� 𝑑𝑉 = 𝑠

𝑉

 

= B⃗⃗باشد و   sه ناحیه محدود به سطح بست Vاگر  -45 ∇⃗⃗ × A⃗⃗   :آنگاه نشان دهید ∬ B⃗⃗ . n⃗ ds = 0
s

 

𝑥2ی هادلخواه واقع بر روی کره   نقاط   یهر مسیر متصل کننده   Cاگر    -46 + 𝑦2 + ƶ2 = 𝑎2    و𝑥2 +

𝑦2 + ƶ2 = 𝑏2  باشد، آنگاه نشان دهید اگر𝐹 = 5𝑟3𝑟   که در آنr = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + ƶ�⃗�   آنگاه  :

∮ 𝐹 . 𝑑𝑟 = 𝑏5 − 𝑎5
𝐶

∮و   𝐹 . 𝑑𝑟 
𝐶

= 𝐹آن را بیابیدکه در  𝑓(𝑟)𝑟   و 𝑓(𝑟)  پیوسته در نظر گرفته 

 شود.می

)انتگرال  -47 )
s

A nds را تعیین کنید که𝐴 = (𝑥 − ƶ)𝑖 + (𝑥3 + 𝑦ƶ)𝑖 − 3𝑥𝑦3�⃗�   سطح

ƶمخروط  = 2 − √x2 + y2  ی ی صفحهبالا xy  باشد.می 

× �⃗�)∬                                       نشان دهید برای هر سطح بسته: -48 𝐴 ). �⃗� 𝑑𝑠 = 0
 

𝑠
 

= 𝐹اگر  -49 (3𝑥 − 2𝑦)𝑖 + (𝑦 + 2ƶ)𝑗 − 𝑥2�⃗�   حاصل انتگرال∮ 𝐹 . 𝑑𝑟 
C

مبدا   یرا از نقطه 

)تا  مختصات   مسیر شامل: Cابید تا در آن بی 1,1,1(

ƶالف( منحنی   = 𝑡3  , 𝑦 = 𝑡2 , 𝑥 = 𝑡        :23)جواب

15
) 

23)جواب :                           ب( خط مستقیم متصل کننده این نقاط

15
) 

)پ( خطوط مستقیم از    )به 0,0,0( )و سپس به  0,1,0( )و آنگاه به نقطه   1,1,0(  ( صفر)جواب      1,1,1(
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ƶت( منحنی   = 𝑦2  , 𝑥 = ƶ      13)جواب

15
                    ) 

𝑥حدود به هیپوسیکلوئید سطح م -50
1

3  + 𝑦
2

3  = 𝑎
2

 را بیابید.  3

0معادلات پارامتری را به فرم  راهنمایی: ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋   , 𝑥 = 𝑎𝐶𝑜𝑠3𝑡   , 𝑦 = 𝑎𝑆𝑖𝑛3𝑡   در نظر

3𝜋بگیرید. )جواب:  

8
𝑎2) 

نشان دهید  -51
𝑒𝑦 𝑥⁄ 𝐺

x
𝐺که در آن   = (2𝑥2 + 𝑥𝑦 − 2𝑦2)𝑑𝑥 + (3𝑥2 + 2𝑥𝑦)𝑑𝑦  یک

Фنشان دهید:   ، باشدمی ϕل کامل دیفرانسی = 𝑒𝑦 𝑥⁄ = (𝑥2 + 2𝑥𝑦) + 𝐶   

𝑦اگر  -52 = 𝑔(𝑢, 𝑣)  , 𝑥 = 𝑓(𝑢, 𝑣) ینگاشت ناحیه R یاز صفحه xy  یبه ناحیه R' ی از صفحه 

uv  باشد و همچنین    −=
CR

ydxxdydxdy
2

∬ نشان دهید:   1 dxdy =
 

𝑅
∬|

∂(x,y)

∂(u,v)
| dudv  

 گرین استفاده کنید.  یدر حل مسئله از قضیه  راهنمایی:

22ی رویه ل مشترک دو صف Cمنحنی فضایی نشان دهید خط مماس بر -53 yxz 023  و =− =− zxy 

+ 2𝑖موازی بردار  p(2,1,3) یدر نقطه  𝑗 + 6�⃗�  باشد. می 

 نشان دهید: ، باشد ییک تابع بردار  𝑣دو تابع اسکالر و   g,fاگر  -54

1) 𝑑𝑖𝑣(𝑓𝑣 ) = 𝑓𝑑𝑖𝑣𝑣 + 𝑣 . ∇⃗⃗ 𝑓        2) 𝑑𝑖𝑣(𝑓∇⃗⃗ 𝑔) = 𝑓∇2𝑔 + ∇⃗⃗ 𝑓. ∇⃗⃗ 𝑔 
3) 𝑑𝑖𝑣(𝑓∇⃗⃗ 𝑔) − 𝑑𝑖𝑣(𝑔∇⃗⃗ 𝑓) = 𝑓. ∇⃗⃗ 2𝑔 − 𝑔∇2𝑓 

,𝑓(𝑥اگر    -55 𝑦, 𝑧) = ƶ2 − 𝑥𝑒3𝑥−𝑦   ر بردار تصوی  یاندازه∇⃗⃗ 𝑓   یدر نقطه  p(1,3,-1)    بر روی بردار

𝐴 = −𝑖 + 𝑗     .را بیابید 

 . مبدا حداقل باشدتا ن نقاط آ ی توان یافت که فاصلهمی xyz=1چند نقطه بر روی سطح  -56

= �⃗�برداری  یمنحنی فضایی با معادله -57 𝑡𝑖 + 𝑡2𝑗 − 𝑡3�⃗�  س و  شامل مما یداده شده است. صفحه

 .کندای قطع مینقطهها را در چه  x( محور 1و1و-1)  یبوسان( این منحنی در نقطه   یقائم اصلی )صفحه

𝑟به صورت  t ی مختصات قطبی متحرکی در لحظه -58 = 𝑒2𝑡 + 𝑒−2𝑡    , 𝜃 =
3

2
𝑡  است. تصویر

 بردار شتاب بر روی شعاع حاصل را بیابید. 

|�⃗� (𝑡)|که در شرط  ری باشدیک تابع بردا  �⃗� (𝑡)اگر    -59 = 𝑚  آنگاه    ،صدق نماید�⃗� ′(𝑡)    صفحه است

 عمود است.    �⃗� (𝑡)بر    �⃗� ′(𝑡)یا 

�⃗� (𝑡)را برای مارپیچ    �⃗⃗� (𝑡)لی یعنی قائم اص یبردار یکه -60 = 𝐶𝑜𝑠𝑡𝑖 + 𝑆𝑖𝑛𝑡𝑗 + 𝑡�⃗�  .بیابید 
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پیوسته و در   sروی  fباشد. اگر    sقائم خارجی  یبردار یکه   �⃗�و    Dدار کران ی مرز ناحیه sفرض کنید  -61

D  دارای مشتقات جزئی پیوسته باشد و𝜕𝑓

𝜕𝑛
زیر برقرار   یشان دهید رابطهن  ،باشد nدر سوی  fمشتق جهتی  

 است.

∬
𝜕𝑓

𝜕𝑛
𝑑𝑠 =∭(

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑓

𝜕ƶ2
)𝑑𝑉

 

𝐷

 

𝑠

 

,  �⃗�اگر    نشان دهید   -62 𝐹 = 4𝑥𝑖 − 2𝑦𝑗 + �⃗�    بردار قائم خارجی بر سطح بسته و هموار𝜎  حجم   ، باشد

)برابر   𝜎محدود به   یناحیه ) dnF


.
2

1
 باشد.می 

  دیورژانس نشان دهید: یبا استفاده از قضیه -63

𝐼 = ∬ 𝑥𝑑𝑦𝑑ƶ + 𝑦𝑑ƶ𝑑𝑥 + ƶ𝑑𝑥𝑑𝑦 = 81𝜋
 

𝑆
  

𝑠: x2 + y2 = 9  , ƶ = 0  , ƶ = 3 

های زیر ی رویهرا روی فضایی که به وسیله  𝐹دیورژانس انتگرال تابع برداری  یبا استفاده از قضیه -64

)حساب کنید. ، شده است محصور ) dnF


.  

2𝑥 + 2𝑦 + ƶ = 6 , 𝑥 = 0   , 𝑦 = 0  , ƶ = 0 

𝐹 = (2𝑥𝑦 + ƶ)𝑖 + 𝑦2𝑗 − (𝑥 + 3𝑦)�⃗�  

∫ای  یهحاصل انتگرال رو -65 (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦 + (𝑥 − 𝑦)𝑑𝑥
(2,3)

(0,1)
 را بیابید.  

∮حاصل -66 (3𝑥 + 4𝑦)𝑑𝑥 + (3𝑥 +
𝐶

𝑦2)𝑑𝑦 را بیابید که           𝐶: 16𝑥2 + 9𝑦2 = 144  

∬نشان دهید حاصل انتگرال    -67 𝐹 . �⃗� 𝑑𝑠
𝑠

,𝐹 (𝑥که در آن     𝑦, ƶ) = (
𝑥3

𝑎2
,
𝑦3

𝑏2
,
ƶ3

𝑐2
سطح بیضی    sو    (

⃗⃗⃗,𝑛گون    (
𝑥3

𝑎2
+
𝑦3

𝑏2
+

ƶ3

𝑐2
) = 12πر  براب sبردار قائم یکه خارجی رویه   1

5
𝑎𝑏𝑐  .می باشند 

𝑥3منحنی فصل مشترک    Cفرض کنید    -68 + 𝑦3 + (ƶ − 3)2 = ƶ  ی و صفحه  9 = 𝑥 + باشد    3

kyjziyFشود و  می های ساعت دیده که از مبدا در جهت عقربه


32 −+= 

∮حاصل انتگرال   استوکس  یبا استفاده از قضیه 𝐹 . 𝑑�⃗� 
 

𝑐
 را حساب کنید.  

ƶمحدود به رویه  R یناحیهای حساب کنید که رال زیر را روی سطح بستهانتگ -69 = 4 − 𝑥2 − 𝑦2  

ƶ  ی و صفحه =  را احاطه کرده باشد.   0

∬(1 + 𝑡𝑎𝑛𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑ƶ
 

𝑠
+ (3𝑥2 − 5𝑦ƶ + 5𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦 + (𝑒ƶ + 3𝑥𝑦)𝑑𝑦𝑑ƶ  
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الخط  آنگاه مقدار انتگرال منحنی ،باشد (1و1و2( و )1و3و0( و )3و1و0پیرامون مثلث با رئوس ) Cاگر -70

∮ (𝑦 + ƶ)𝑑𝑥 + (𝑥 + ƶ)𝑑𝑦 + (𝑥 + 𝑦)𝑑ƶ
𝐶

 برابر صفر است.   

× n⃗نشان دهید حاصل عبارت   ، یکانی باشدبردار  �⃗�اگر  -71 [n⃗ × (n⃗ × B⃗⃗ )] ر است با:  براب 

(n⃗ . B⃗⃗ ). n⃗    که در آنB⃗⃗   .یک بردار اختیاری است 

,  C⃗اگر بین سه بردار   -72 B⃗⃗  , A⃗⃗  یرابطه  A⃗⃗ + B⃗⃗ + C⃗ =  آنگاه: ، برقرار باشد 0

A⃗⃗ × B⃗⃗ = B⃗⃗ × C⃗ = C⃗ × A⃗⃗  

𝑥𝑦ای به معادله  رویه خطی از مبدا مختصات بر    -73 + ƶ = نشان دهید مختصات پای    . عمود شده است  3

,2√) قائم √2,  باشد. می (1

 ، گرادیانمشتق سوئی )جهتی(

ƶمشتق جهتی تابع   = 𝑓(𝑥, 𝑦)  ی هنقطدر𝑃0(𝑥0, 𝑦0)  جهت برداردر𝑃0𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗  گردد:میبه شکل زیر تعریف  ⃗ 

lim
𝑝→𝑃0

𝑓(𝑝)− 𝑓(𝑃0)

|𝑃0𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|
      (3-90 )  

  ی توان از رابطهشود را مینشان داده می 𝑓�⃗⃗� (𝑃0)که با نماد    �⃗� ییکه در جهت بردار fمشتق جهتی تابع 

 کرد. زیر تعیین
 

𝑓�⃗⃗� (𝑥0, 𝑦0) = 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0)𝐶𝑜𝑠𝛼 + 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0)𝑆𝑖𝑛𝛼    (3-91)  
,𝑓(𝑥 تغیره است. در مورد تابع سه م هاxبا محور  �⃗�زاویه بردار   αکه در آن  𝑦, ƶ) رابطه به شکل زیر است . 

𝑓′
�⃗⃗� 
(𝑥0, 𝑦0, ƶ0) = 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0, ƶ0)𝐶𝑜𝑠𝛼 + 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0, ƶ0)𝐶𝑜𝑠𝛽 +

𝑓ƶ(𝑥0, 𝑦0, ƶ0)𝐶𝑜𝑠𝛾         
 

 هستند.   �⃗�های هادی بردار کسینوس 𝑐𝑜𝑠𝛾و   𝑐𝑜𝑠𝛽 و 𝑐𝑜𝑠𝛼در آن  که 

 
 تعریف گرادیان

𝑤تابع  = 𝑓(𝑥, 𝑦, ƶ) ی در نقطه 𝑝(𝑥, 𝑦, ƶ)  برداری است به مبداp هایش جزئی از تابع مولفه کهw  

 هستند. 
𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑤 = ∇⃗⃗ 𝑤 = 𝑓𝑥(𝑥, 𝑦, ƶ)𝑖 + 𝑓𝑦(𝑥, 𝑦, ƶ)𝑗 + 𝑓ƶ(𝑥, 𝑦, ƶ)�⃗�  (3-92                             )  

 که در آن: 

𝑓ƶ =
𝜕𝑓

𝜕ƶ
, 𝑓𝑦 =

𝜕𝑓

𝜕𝑦
  , 𝑓𝑥 =

𝜕𝑓

𝜕𝑥
 نامند.ابلا مینرا دل یا   ∇عملگر      
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f⃗⃗∇بین بردارهای    یزاویه θاگر   آنگاه: ، باشد 𝑝0  یدر نقطه  u⃗ و ⃗ 

(𝑝0 و در نقطه u⃗⃗⃗ (گرادیان تابع  𝑓 در جهت  بردار   𝑓′�⃗⃗� (𝑝0) = |∇f⃗⃗  ⃗(𝑝0)|𝐶𝑜𝑠𝜃   (3-93)  

𝐶𝑜𝑠𝜃زمانی حداکثر است که   𝑓′�⃗⃗� (𝑝0)راین  بناب = f⃗⃗∇در جهت    �⃗�یعنی   ،باشد 0   باشد. ⃗ 

,𝐹(𝑥اگر 𝑦, ƶ)  رویه  یو معادلهFƶ, 𝐹𝑦, 𝐹𝑥, 𝑠  یدر نقطه 𝑝0(𝑥0, 𝑦0, ƶ0) برs  پیوسته بوده و همگی

f⃗⃗∇آنگاه    ،صفر نباشند  ⃗(𝑥0, 𝑦0, ƶ0 ائم بر سطح بردار قs   در نقطه𝑝0 باشد. می 

 هاصفحات مماس و خطوط قائم بر رویه

,𝐹(𝑥به فرم  s یفتن معادله رویه گربا در نظر 𝑦, ƶ)  و𝑝0(𝑥0, 𝑦0, ƶ0) ی ای واقع بر رویهبه عنوان نقطه  

𝐹(𝑥0, 𝑦0, ƶ0)   همچنینC  یک منحنی رویs ی که از نقطه باشد𝑝0  گذرد و دارای معادلات  می

𝑥پارامتری = 𝑓(𝑡) , 𝑦 = 𝑔(𝑡) , ƶ = ℎ(𝑡) فرض کنید د. باش𝑡0   مقدار پارامترt ی در نقطه 𝑝0    

 معادله برداری آن به شکل زیر است: ،است

R⃗⃗ (t) = 𝑓(𝑡)𝑖 + 𝑔(𝑡)𝑗 + ℎ(𝑡)�⃗�           (3-94)  

 راین: بناب ،قرار دارد  s یبر رویه  Cچون منحنی 

𝐹(𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡), ℎ(𝑡)) = 0      
 

𝐺(𝑡)با قرار دادن  = 𝐹(𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡), ℎ(𝑡)) اگر Fƶ, 𝐹𝑦, 𝐹𝑥  پیوسته باشند و همگی در𝑝0   صفر

,ℎ′(𝑡0)نباشند و همچنین  𝑔′(𝑡0), 𝑓′(𝑡0)  کلی،آنگاه مشتقموجود باشندF   نسبت بهt  در𝑝0   با استفاده

 .گرددی زیر تعیین میطه از ضاب

 
𝐺′(𝑡0) = 𝐹𝑥(𝑥0, 𝑦0, ƶ0)𝑓′(𝑡0) + 𝐹𝑦(𝑥0, 𝑦0, ƶ0)𝑔′(𝑡0) + 𝐹ƶ(𝑥0, 𝑦0, ƶ0)ℎ′(𝑡0) 

 
 . شودکه به فرم زیر نیز نوشته می

𝐺′(𝑡0) = [𝐹𝑥(𝑥0, 𝑦0, ƶ0)𝑖 + 𝐹𝑦(𝑥0, 𝑦0, ƶ0)𝑗 + 𝐹ƶ(𝑥0, 𝑦0, ƶ0)�⃗� ] × 

[𝑓′(𝑡0)𝑖 + 𝑔
′(𝑡0)𝑗 + ℎ

′(𝑡0)�⃗� ] = ∇⃗⃗ 𝐹(𝑥0, 𝑦0, ƶ0).
𝑑

𝑑𝑡
�⃗� (𝑡0) 

 
𝐺′(𝑡0)های مورد نظر    tچون به ازای تمام  = 𝐺′(𝑡0)بنابراین   0 =  شود: و نتیجه می 0

∇⃗⃗ 𝐹(𝑥0, 𝑦0, ƶ0).
𝑑

𝑑𝑡
�⃗� (𝑡0) = 0  

𝑑جهت  

𝑑𝑡
�⃗� (𝑡) حنی با جهت بردار واحد مماس بر منC   درP  .یکی است 
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,𝐹(𝑥اگر  :1تعریف 𝑦, ƶ) = ,𝑃0(𝑥0 نقطه در sمماس بر  ی باشد، صفحه s یمعادله رویه 0 𝑦0, ƶ0)  

,𝐹(𝑥0 ⃗⃗∇گذرد و می 𝑃0ای است که از صفحه 𝑦0, ƶ0) مماس بر   یی صفحهبردار قائم آن است. معادله

 شود: فرم زیر نوشته می

Fx(𝑥0, 𝑦0, ƶ0)(𝑥 − 𝑥0) + Fy(𝑥0, 𝑦0, ƶ0)(𝑦 − 𝑦0) + Fƶ(𝑥0, 𝑦0, ƶ0)(ƶ − ƶ0) 

(95-3) 

های هر  گذرد و مولفهمی 𝑃0است که از  خطی  sروی  𝑃0ای چون  در نقطه s ی خط قائم بر رویه :2تعریف

,𝐹(𝑥هادی آن هستند. اگر ای از اعداد مجموعه 𝑃0در  sبردار قائم بر  𝑦, ƶ)  یمعادله s   باشد، معادلات

,p0(𝑥0در   sمتقارن خط قائم بر  𝑦0, ƶ0) :به صورت زیر هستند 
 𝑥−𝑥0

Fx(𝑥0,𝑦0,ƶ0)
=

𝑦−𝑦0

Fy(𝑥0,𝑦0,ƶ0)
=

ƶ−ƶ0

Fƶ(𝑥0,𝑦0,ƶ0)
         (3-96)  

 عمود بر صفحه مماس در آنجاست.  یط قائم در یک نقطه بر رویهخ

 
 تعیین یک تابع با استفاده از گرادیانش : 3تعریف

 هدف یافتن تابعی است که گرادیانش معلوم است یعنی:

∇⃗⃗ 𝑓 = 𝑓𝑥(𝑥, 𝑦)𝑖 + 𝑓𝑦(𝑥, 𝑦)𝑗  
 

شود. سپس تابع مورد نظر استخراج می ،نهابتدا بایستی مشخص نمود که بردار داده شده گرادیان است یا 

 .گیردقضایای زیر مورد استفاده قرار میبرای توابع دو متغیره و سه متغیره 

,𝐵(𝑥0ازی چون باشند که روی قرص ب y,xتوابعی از دو متغیر  N , Mفرض کنید  :1یقضیه 𝑦0)    در

𝑅2 حالت دو بعدی( قرص شعاع  ،تعریف شده باشندr  و )𝑁x و My  رویB   پیوسته باشند در این صورت

,𝑀(𝑥 بردار 𝑦)𝑖 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑗   یک گرادیان رویB اگر و تنها اگر به ازای تمام نقاط واقع  ،استB    

𝑀𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑁𝑥(𝑥, 𝑦) 
باشند که روی گوی بازی چون   z,y,xتوابعی از سه متغیر  R,N,Mفرض کنید  :2یضیهق 

𝐵((𝑥0, 𝑦0, ƶ0), 𝑟)  در𝑅3  فضای سه بعدی( تعریف شده باشند و( 𝑅𝑦 , 𝑅𝑥 , 𝑁ƶ, 𝑁𝑥 , 𝑀𝑧 ,𝑀𝑦  

,𝑀(𝑥  پیوسته باشند در این صورت بردار 𝑦, ƶ)𝑖 + 𝑁(𝑥, 𝑦, ƶ)𝑗 + 𝑅(𝑥, 𝑦, ƶ)�⃗�  رویB   یک

𝑀𝑦  و تنها اگراگر  است، گرادیان  = 𝑁𝑥, 𝑀ƶ = 𝑅𝑥 , 𝑁ƶ = 𝑅𝑦 
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 مسائل حل شده 

𝑥2  گونمماس بر بیضی یی صفحهمعادلهنشان دهید که  :1مثال

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
+

ƶ2

𝑐2
=  ی نقطهدر      1

 𝑝(𝑥0, 𝑦0, ƶ0)   :عبارت است از𝑥𝑥0

𝑎2
+
𝑦𝑦0

𝑏2
+
ƶƶ0

𝑐2
= 1   

 بنابراین:  ، باشدمی p یهمان گرادیان تابع در نقطه  pمماس بر رویه در نقطه  یدار نرمال صفحه بر حل:

𝑓(𝑥, 𝑦, ƶ) =
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
+
ƶ2

𝑐2
− 1 

�⃗� 𝑓(𝑥, 𝑦, ƶ) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕𝑓

𝜕ƶ
�⃗� =

2𝑥

𝑎2
𝑖 +

2𝑦

𝑏2
𝑗 +

2ƶ

𝑐2
�⃗�  

�⃗� 𝑓(𝑥0, 𝑦0, ƶ0) =
2𝑥0
𝑎2

𝑖 +
2𝑦0
𝑏2

𝑗 +
2ƶ0
𝑐2
�⃗�  

 شود:مماس به فرم زیر نوشته می یی صفحهمعادله
2𝑥0
𝑎2

(𝑥 − 𝑥0) +
2𝑦0
𝑏2

(𝑦 − 𝑦0) +
2ƶ0
𝑐2

(ƶ − ƶ0) = 0 

𝑥𝑥0
𝑎2

+
𝑦𝑦0
𝑏2

+
ƶƶ0
𝑐2

=
𝑥0
2

𝑎2
+
𝑦0

2

𝑏2
+
ƶ0
2

𝑐2
 

,𝑝(𝑥0 یو چون نقطه  𝑦0, ƶ0) پس ،ردگون قرار داروی بیضی
𝑥0
2

𝑎2
+

𝑦0
2

𝑏2
+

ƶ0
2

𝑐2
= سرانجام با   1

𝑥𝑥0: توان نوشتمیجایگزینی 

𝑎2
+
𝑦𝑦0

𝑏2
+
ƶƶ0

𝑐2
= 1 

 
,𝑓(𝑥 ⃗⃗∇نشان دهید  :2مثال 𝑦) = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑗   اگر و تنها اگر𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐   که در آن

c,b,a  .ثابت هستند 

,𝑀(𝑥غیرهبیان شده برای حالت دو مت  یبا توجه به قضیه  حل: 𝑦) = 𝑎  , 𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑏     شرط گرادیان

Myاین است که   = Nx  با ثابت بودنb,a گرفتنهمچنین با در نظر   ،بطه برقرار استاین را 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐  , ∇⃗⃗ 𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑗 = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑗   

در مجموع بایستی ثابت   c,b,aردار قسمت اول رسید. بنابراین بایستی ثابت باشد که بتوان به ب Cهمچنین  

 باشند. 

 
گرادیان است تابعی بیابید که دارای  نشان دهید که بردار داده شده یک گرادیان است یا نه، اگر  :3مثال

+ ƶ𝑡𝑎𝑛𝑦𝑖                        گرادیان مفروض باشد. 𝑥ƶ𝑆𝑒𝑐2𝑦𝑗 + 𝑥𝑡𝑎𝑛𝑦�⃗�   

 توان نوشت: با توجه به بردار داده شده می حل:

𝑀 = ƶ𝑡𝑎𝑛𝑦  , 𝑁 = 𝑥ƶ𝑆𝑒𝑐2𝑦 , 𝑅 = 𝑥𝑡𝑎𝑛𝑦 
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𝑀𝑦 = ƶ(1 + 𝑡𝑎𝑛
2𝑦) = ƶ𝑆𝑒𝑐2𝑦      ,     𝑁𝑥 = ƶ𝑆𝑒𝑐

2𝑦      ,   𝑁𝑥 = ƶ𝑆𝑒𝑐2𝑦 

𝑀𝑧 = 𝑡𝑎𝑛𝑦      ,     𝑅𝑥 = ƶ𝑆𝑒𝑐2𝑦      ,   𝑅𝑥 = 𝑀𝑧 

𝑁ƶ = 𝑥𝑆𝑒𝑐2𝑦  ,   𝑅𝑦 = 𝑥(1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑦) = 𝑥𝑆𝑒𝑐2𝑦    ,      𝑀ƶ = 𝑅𝑦  

,𝑓(𝑥 بنابراین بردار داده شده یک گرادیان است. پس تابعی مثل  𝑦, ƶ)   وجود دارد به قسمی که 

∇⃗⃗ 𝑓 = 𝑓𝑥𝑖 + 𝑓𝑦𝑗 + 𝑓ƶ�⃗� = 𝑀𝑖 + 𝑁𝑗 + 𝑅�⃗�  

𝑓𝑥 = 𝑀 = ƶ𝑡𝑎𝑛𝑦 → 𝑓(𝑥, 𝑦, ƶ) = ∫𝑀𝑑𝑥 + 𝑔(𝑦, ƶ) = ∫ƶ𝑡𝑎𝑛𝑦𝑑𝑥 + 𝑔(𝑦, ƶ) 

𝑓(𝑥, 𝑦, ƶ) = [𝑥ƶ𝑡𝑎𝑛𝑦] + 𝑔(𝑦, ƶ) 
𝑓𝑦 = 𝑥ƶ𝑆𝑒𝑐

2𝑦 + 𝑔′(𝑦, ƶ) = 𝑥ƶ𝑆𝑒𝑐2𝑦 → 𝑔′(𝑦, ƶ) = 0 , 𝑔(𝑦, ƶ) = 𝐶1 + ℎ(ƶ)  
𝑓(𝑥, 𝑦, ƶ) = 𝑥ƶ𝑡𝑎𝑛𝑦 + 𝐶1 + ℎ(ƶ) 
𝑓ƶ = 𝑥𝑡𝑎𝑛𝑦 + ℎ′(ƶ) = 𝑅𝑥𝑡𝑎𝑛𝑦 → ℎ′(ƶ) = 0 → ℎ(ƶ) = 𝐶2 

𝑓(𝑥, 𝑦, ƶ) = 𝑥ƶ𝑡𝑎𝑛𝑦 + 𝐶, 𝐶1 + 𝐶2 = 𝐶 

)یکره دو ،یدنشان ده :4مثال ) ( ) 22222222
, azyxabzybx ) ینقطهدر  −++=−++= )0,0,ap 

 بر هم مماس هستند. 

 هستند.  دارای یک صفحه مماسکره در این نقطه دو که هر   اده شود بایستی نشان د  حل:

( ) 2222,, azyxzyxf −++= 

∇⃗⃗ 𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕𝑓

𝜕ƶ
�⃗� = 2𝑥𝑖 + 2𝑦𝑗 + 2ƶ�⃗�      ,   ∇⃗⃗ 𝑓𝑝 = 2𝑎𝑖   

 .شودنوشته میصفحه مماس  یحال معادله

2𝑎(𝑥 − 𝑎) + 0(𝑦 − 0) + 0(ƶ − 0) = 0  → 2𝑎(𝑥 − 𝑎) = 0 → 𝑥 = 𝑎  

𝑔(𝑥, 𝑦, ƶ) =  (𝑥 − 𝑏)2 + 𝑦2 + ƶ2 = (𝑏 − 𝑎)2  
 د. شوتعیین میدوم  یصفحه مماس بر کره یحال معادله

∇⃗⃗ 𝑔(𝑥, 𝑦, ƶ) =
𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑔

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕𝑔

𝜕ƶ
�⃗� = 2(𝑥 − 𝑏)𝑖 + 2𝑦𝑗 + 2ƶ�⃗�  , ∇⃗⃗ 𝑓𝑝 = 2(𝑏 − 𝑎)𝑖   

 .شودس صفحه مماس به فرم زیر تعیین میپ

2(𝑏 − 𝑎) × (𝑥 − 𝑎) + 0 × (𝑦 − 0) + 0(ƶ − 0) + 0 

2(𝑏 − 𝑎)(𝑥 − 𝑎) = 0   → 𝑥 = 𝑎 

 g یصفحه مماس بر کره  یمعادله

 
x2 ینشان دهید که هر خط قائم بر کره   :5مثال + y2 + ƶ2 = a2 گذرد.از مرکز کره می 

𝑓(𝑥, 𝑦, ƶ) = 𝑥2 + 𝑦2 + ƶ2 − 𝑎2    ,    ∇⃗⃗ 𝑓 = 2𝑋𝑖 + 2𝑦𝑗 + 2ƶ�⃗�         حل:  

,𝑝(𝑥0ه در نقطه  فرض کنید که خط قائم بر کر 𝑦0, ƶ0)  .مد نظر است 
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∇⃗⃗ 𝑓𝑝 = 2𝑥0𝑖 + 2𝑦0𝑗 + 2ƶ0�⃗�             (بردار نرمال صفحه  مماس ) شیب  خط قائم  

𝑥 − 𝑥0
2𝑥0

=
y − 𝑦0
2𝑦0

=
ƶ − ƶ0
2ƶ0

   →
𝑥 − 𝑥0
𝑥0

=
y − 𝑦0
𝑦0

=
ƶ − ƶ0
ƶ0

 

𝑥 − 𝑥0
𝑥0

=
y − 𝑦0
𝑦0

→ (𝑥 − 𝑥0)𝑦0 = 𝑥0(y − 𝑦0) → x𝑦0 = 𝑥0𝑦0 = 𝑥0𝑦 − 𝑥0𝑦0 

→  x𝑦0 = 𝑥0𝑦  → 𝑥 = 𝑦 =  صدق می کند    0
y − 𝑦0
𝑦0

=
ƶ − ƶ0
ƶ0

→ (y − 𝑦0)ƶ0 = 𝑦0(ƶ − ƶ0) → 𝑦ƶ0 − 𝑦0ƶ0 = 𝑦0ƶ − 𝑦0ƶ0 

𝑦ƶ0 = 𝑦0ƶ  → 𝑦 = ƶ =  صدق می کند     0

 گذرد.ی خط قائم بر کره از مرکز کره مییعن ،کندی قائم صدق میصات در معادله دا مختمب در نتیجه  

 
درجه و   Tبرابراست با  xy ی از یک ورقه مستطیلی شکل واقع در صفحه (x,y) ی دما در هر نقطه :6مثال

𝑇 = 3𝑥2 + 2𝑥𝑦 حداکثر آهنگ تغییر دما در تعیین الف(  شود.گیری میحسب متر اندازه  فاصله بر  

 . د( روی ده 3و-6به ازای آن حداکثر آهنگ تغییر در ) کهتعیین جهتیب(  ، روی ورقه 𝑝(3,−6)  ی نقطه

 شود.حساب میابتدا گرادیان دما  حل:

�⃗� 𝑇 =
𝜕𝑇

𝜕𝑦
𝑖 +

𝜕𝑇

𝜕𝑦
𝑗 = (6𝑥 + 2𝑦)𝑖 + 2𝑥𝑗   ,   ∇⃗⃗ Tp(3,−6) = 6i + 6j   

|∇⃗⃗ T| = √62 + 62   → |∇⃗⃗ T| =  درجه در متر                 2√6

∇⃗⃗ T. n⃗ = |∇⃗⃗ T|
p(3,−6)

→ (6𝑖 + 6𝑗 ). (𝑛1𝑖 + 𝑛2𝑗 ) = 6√2 

6𝑛1 + 6𝑛2 = 6√2       ,     𝑛1 + 𝑛2 = √2 

𝑛1
2 + 𝑛2

2 = 1   →  𝑛1
2(√2 − 𝑛1)

2 = 1  → 𝑛1
2 + 𝑛2

2 + 2 − 2√2𝑛1   = 1 

2𝑛1
2 − 2√2𝑛1  + 1 = 0  → 𝑛1

2 − 2√2𝑛1 +
1

2
= 0   , 𝑛1 =

1

√2
  , 𝑛2 =

1

√2
 

�⃗� =
1

√2
𝑖 +

1

√2
𝑗  

,𝑢(𝑥اگر تابع   : 7مثال 𝑦, ƶ)  آنگاه تابع   ،زیر صدق کند یدر رابطهu  دست آوریدهرا ب : 

∇⃗⃗ 𝑢 = (2𝑥ƶ2 + 𝑦𝑒𝑥𝑦)𝑖 + (𝑥𝑒𝑥𝑦 + 2𝑦ƶ2)𝑗 + 2(𝑥2 + 𝑦2 + 1)ƶ�⃗�  
 حل:

𝑝 = 2𝑥ƶ2 + 𝑦𝑒𝑥𝑦    , 𝑄 = 𝑥𝑒𝑥𝑦 + 2𝑦ƶ2     , 𝑅 = 2(𝑥2 + 𝑦2 + 1)ƶ 
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{
 

 
𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 𝑒𝑥𝑦 + 𝑥𝑦𝑒𝑥𝑦

𝜕𝑝

𝜕ƶ
= 4𝑥ƶ                  

     {

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 𝑒𝑥𝑦 + 𝑥𝑦𝑒𝑥𝑦

𝜕𝑄

𝜕ƶ
= 4𝑦ƶ                  

      

{
 

 
𝜕𝑅

𝜕𝑥
= 4𝑥ƶ

𝜕𝑅

𝜕𝑦
= 4𝑦ƶ 

 

 شود  بنابراین نتیجه می
𝜕𝑝

𝜕ƶ
=
𝜕𝑄

𝜕𝑥
    ,   

𝜕𝑝

𝜕ƶ
=
𝜕𝑅

𝜕𝑥
    ,   

𝜕𝑄

𝜕ƶ
=
𝜕𝑅

𝜕𝑦
  

 دست آورد.هرا ب u(x,y,ƶ)تابع توان میدان پایستار )نگهدار( است و میلذا 

𝑝 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
   ,    𝑄 =

𝜕𝑢

𝜕𝑦
   , 𝑅 =

𝜕𝑢

𝜕ƶ
 

𝑝 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 2𝑥ƶ2 + 𝑦𝑒𝑥𝑦  → 𝑢(𝑥, 𝑦, ƶ) = ∫(2𝑥ƶ2 + 𝑦𝑒𝑥𝑦)𝑑𝑥 + ℎ(𝑦, ƶ) = 

𝑥2ƶ2 + 𝑒𝑥𝑦 + ℎ(𝑦, ƶ),
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0 + 𝑥𝑒𝑥𝑦 + ℎ′(𝑦, ƶ) = 𝑄 = 𝑥𝑒𝑥𝑦 + 2𝑦ƶ2 

ℎ′(𝑦, ƶ) = 2𝑦ƶ2  → ℎ(𝑦, ƶ) = ∫2𝑦ƶ2𝑑𝑦 + 𝑔(ƶ) = 𝑦2ƶ2 + 𝑔(ƶ) 

𝑢(𝑥, 𝑦, ƶ) = 𝑥2ƶ2 + 𝑒𝑥𝑦 + 𝑦2ƶ2 + 𝑔(ƶ) 
𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 2𝑧𝑥2 + 2𝑧𝑦2 + 𝑔′(ƶ) = 𝑅 = 2(𝑥2 + 𝑦2 + 1)𝑧  , 𝑔′(ƶ) =

2𝑧   ,   𝑔(ƶ) = ƶ2 + 𝐶 , 𝑢(𝑥, 𝑦, ƶ) = 𝑥2ƶ2 + 𝑒𝑥𝑦 + 𝑦2ƶ2 + ƶ2 + 𝐶  
 

, 𝑓اگر  :8مثال 𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 + ƶ2, 𝑟 (𝑥, 𝑦, ƶ) = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + ƶ�⃗�   تابعی مشتق پذیر ازr  

𝑓(𝑟) ⃗⃗∇      نشان دهید: آنگاه   ،باشد = 𝑓′(𝑟).
𝑟 

r
  

𝑓(𝑟) ⃗⃗∇ )استفاده از قاعده زنجیری(  حل: = 𝑓𝑥(𝑟)𝑖 + 𝑓𝑦(𝑟)𝑗 + 𝑓ƶ(𝑟)�⃗�   

𝑓𝑥(𝑟) =
𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑟
= 𝑓′(𝑟)

𝜕𝑟

𝜕𝑥
 , 𝑓𝑦(𝑟) = 𝑓′(𝑟)

𝜕𝑟

𝜕𝑦
 

𝑓ƶ(𝑟) = 𝑓′(𝑟)
𝜕𝑟

𝜕ƶ
    ,   

𝜕𝑟

𝜕𝑥
=

2𝑥

2√𝑥2 + 𝑦2 + ƶ2
=
𝑥

𝑟
,

𝜕𝑟

𝜕𝑦
=
𝑦

𝑟
,

𝜕𝑟

𝜕ƶ
=
ƶ

𝑟
 

∇⃗⃗ 𝑓(𝑟) = 𝑓′(𝑟).
𝑥

r
𝑖 + 𝑓′(𝑟).

𝑦

r
𝑗 + 𝑓′(𝑟).

ƶ

r
�⃗� =

𝑓′(𝑟)

𝑟
(𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + ƶ�⃗� ) 

∇⃗⃗ 𝑓(𝑟) =
𝑓′(𝑟)

𝑟
× 𝑟 → ∇⃗⃗ 𝑓(𝑟) = 𝑓′(𝑟).

𝑟 

r
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𝑥کمترین حجم محدود به صفحات : 9مثال = 0  , 𝑦 = 0 , ƶ = گون مماس بر بیضی یو صفحه 0
𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
+

ƶ2

𝑐2
𝑥یک هشتم اول  از در یک نقطه   > 0  , 𝑦 > 0    , 𝑧 >  را تعیین کنید.  0

,𝑀(𝑥0 ی با فرض اینکه نقطه حل: 𝑦0, ƶ0)  ی  بر روی سطح واقع است با تعیین بردار گرادیان، معادله

 .گرددصفحه مماس به راحتی مشخص می

𝑓:
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
+
ƶ2

𝑐2
− 1 = 0 →  ∇⃗⃗ 𝑓 =

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕𝑓

𝜕ƶ
�⃗�  

 ∇⃗⃗ 𝑓 =
2𝑥

𝑎2
𝑖 +

2𝑦

𝑏2
𝑗 +

2ƶ

𝑐2
�⃗�       → ∇⃗⃗ 𝑓|𝑥0,𝑦0,ƶ0 =

2𝑥0
𝑎2

𝑖 +
2𝑦0
𝑏2

𝑗 +
2ƶ0
𝑐2

�⃗�   

 شود:مماس به شکل زیر محاسبه می صفحه یبنابراین معادله 
2𝑥0
𝑎2

(𝑥 − 𝑥0) +
2𝑦0
𝑏2

(𝑦 − 𝑦0) +
2ƶ0
𝑐2

(ƶ − ƶ0) = 0 

 
,𝑀(𝑥و  هستندفحه های بردار قائم بر صهمان مولفهگرادیان های بردار و مولفه  𝑦, ƶ) دلخواه   ییک نقطه

M1𝑀⃗⃗⃗⃗باشد که بردار گرادیان بر  می ⃗⃗ ⃗⃗  پس از ساده سازی: ،استعمود  ⃗ 

1
2

0

2

0

2

0 =++
c

zz

b

yy

a

xx
 

,h3(0,0تصات را در نقاط این صفحه محورهای مخ ƶ)  و ℎ2(0, 𝑦, ,ℎ1(𝑥  و(0 کند که  میقطع    (0,0

صفحه مماس   یدر معادلهبنابراین  ،دارند قرار چون بر روی صفحه مماس H1وH2وH3هر کدام از نقاط 

 کنند.صدق می

H1:
𝑥0
𝑎2
𝑥 + 0 + 0 = 1 → 𝑥𝑥0 = 𝑎2  → 𝑥 =

𝑎2

𝑥0
 

H2: 0 +
𝑦0𝑦

𝑏2
+ 0 = 1 →

𝑦0𝑦

𝑏2
= 1 → 𝑦 =

𝑏2

𝑦0
 

H3: 0 + 0 +
ƶ0ƶ

𝑐2
= 1 → ƶƶ0 = 𝑐

2  → ƶ =
𝑐2

ƶ0
 

, 𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 3و بردارهای  𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 , 𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 1  دهند. میصفحات مختصات تشکیل ث قائم الزاویه در  با قاعده مثلهرمی 

𝑉 =
1

3
𝑠ℎ =

1

3
( مساحت قاعده) ارتفاع  → 𝑉 =

𝑎2𝑏2𝑐2

6𝑥0𝑦0ƶ0
 

 گون حداقل گردد. در این مرحله حجم حاصل بایستی تحت قید بیضی

𝐹(𝑥, 𝑦, ƶ) =
(𝑎𝑏𝑐)2

6𝑥𝑦ƶ
  , 𝐺(𝑥, 𝑦, ƶ) =

𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
+

ƶ2

𝑐2
− 1 =  قید0
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 .شودله استفاده میحاز روش ضرایب لاگرانژ در این مر 

∇⃗⃗ 𝑓 = λ∇⃗⃗ g →
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕𝑓

𝜕ƶ
�⃗� = 𝜆(

𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑔

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕𝑔

𝜕ƶ
�⃗� ) 

→
(𝑎𝑏𝑐)2

6
[
−𝑦ƶ

(𝑥𝑦ƶ)2
𝑖 −

𝑥ƶ

(𝑥𝑦ƶ)2
𝑗 −

𝑥𝑦

(𝑥𝑦ƶ)2
�⃗� ] = 𝜆 [

2𝑥

𝑎2
𝑖 +

2𝑦

𝑏2
𝑗 +

2ƶ

𝑐2
�⃗� ] 

 : �⃗�  و �⃗⃗� و  𝑖ها در سه جهت  از  متحد قرار دادن مولفه 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )












==

==

















=
−

=
−

=
−

5
3

2

4
2

1

3
2

6

2
2

6

1
2

6

2

2

2

2

22

2

22

2

22

2

y
b

c
z

zb

yc

y

z

y
b

a
x

ya

xb

x

y

c

z

xyz

xyabc

b

y

xyz

xzabc

a

x

xyz

yzabc







 

 گون: بیضی  یدر رابطه 5و 4از روابط  ƶ , xحال باقرار دادن 

𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
+
ƶ2

𝑐2
= 1 →

(
𝑎
𝑏
𝑦)2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
+
(
𝑐
𝑏
𝑦)2

𝑐2
= 1 

𝑦2

𝑏2
+
𝑦2

𝑏2
+
𝑦2

𝑏2
= 1 →

3𝑦2

𝑏2
= 1 → 𝑦 =

𝑏

√3
 , 𝑥 =

𝑎

√3
    ,   𝑧 =

𝑐

√3
   

 : نوشتتوان  میبرای حجم حداقل  ƶ , y , xبنابراین با تعیین مقادری 

𝑉𝑚𝑖𝑛 = (𝑥, 𝑦, ƶ)−1
(𝑎𝑏𝑐)2

6
= (

𝑎𝑏𝑐

3√3
)
−1

(
𝑎𝑏𝑐

6
) → 𝑉𝑚𝑖𝑛 = (𝑎𝑏𝑐)

√3

2
 

 مسائل برای حل 

,𝑥)  ینقطهدما درهر  -1 𝑦, ƶ)  فضای سه بعدی برابر  از یک جسم درT    درجه و𝑇 =
60

𝑥2+𝑦2+ƶ2+3
فاصله    

 ( در جهت بردار3و-2و2)   یآهنگ تغییر دما در نقطه الف(  شود.گیری میدازه بر حسب اینچ ان

 −2𝑖 + 3𝑗 − 6�⃗�  .ب( جهت و بزرگی بیشترین آهنگ تغییر  را بیابیدT ( بیابید. 3و-2و2را در جهت ) 
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 گ لااس  pبرابر است با  xy ی مستطیلی شکل واقع در صفحه ی از یک ورقه (x,y) یچگالی در هر نقطه  -2

𝑝بر فوت مربع و  =
1

√𝑥2+𝑦2+3
( را در جهت بردار واحد  3و2) یچگالی در نقطه، الف( آهنگ تغییر 

Cos (
2

3
𝜋) 𝑖 + Sin (

2𝜋

3
) 𝑗   بیابید.ب( جهت و بزرگی بیشترین آهنگ تغییرp ( را  3و2را در جهت )

 پیدا کنید.

𝑉ولت، و   Vبرابر است با  xy ی از صفحه (x,y) ی پتانسیل الکتریکی در هر نقطه -3 = 𝑒−2𝑥𝐶𝑜𝑠2𝑦  

,0) یالف( آهنگ تغییر پتانسیل در نقطه  شود.گیری میفاصله بر حسب فوت اندازه 
π

4
در جهت بردار   (

𝐶osواحد 
π

6
𝑖 + Sin

π

6
𝑗  .ب( جهت و بزرگی بیشترین آهنگ تغییر  را بیابیدV  0)را در جهت,

π

4
)  

 بیابید. 

، اگر بردارهای قائم بر گویندها عمود بر هم  واقع بر محل تقاطع این رویه  0pای چون  طهویه را در نقدو ر  -4

x2 یمتعامد باشند، نشان دهید رویه  0p ها دررویه − 2𝑦ƶ + 𝑦3 = های  بر هر عضو خانواده رویه 4

x2 + (4𝑐 − 2)𝑦2 − 𝑐ƶ2 + 1 =  ( عمود است. 1و -1و2)  یدر نقطه 0

𝑥اس و خط قائم بر رویه  صفحه مم  یمعادله-5
2

3 + 𝑦
2

3 + ƶ
2

3 = 𝑎
2

,𝑝(𝑥0  یرا در نقطه  3 𝑦0, ƶ0)   .بیابید 

𝑥2های حاصل از تقاطع رویهمنحنیمعادلات متقارن خط مماس بر -6 + y2 = a2 و y2 + ƶ2 = a2 

,𝑥0)  یرا در نقطه 𝑦0)  د.متعلق به هر رویه بیابی 

گر گرادیان است تابعی بیابید که دارای گرادیان گرادیان است یا نه، اتعیین کنید که بردار داده شده یک  -7

 مفروض باشد. 

+ 𝑒𝑥𝐶𝑜𝑠𝑥𝑖الف(   𝑆𝑖𝑛𝑦𝑗 + (𝑒ƶ𝑆𝑖𝑛𝑥 − 𝐶𝑜𝑠𝑦)�⃗�        )ب(𝑦𝑒𝑥 + 𝑥)𝑖 + (𝑥𝑒𝑥 − 𝑦)𝑗  

+ 2𝑥𝑆𝑒𝑐2𝑦𝑖 (ج 2𝑥2𝑆𝑒𝑐2𝑦𝑡𝑎𝑛2𝑦𝑗    

𝑒𝑥(𝑒ƶ د( − 𝐿𝑛)𝑖 + (𝑒𝑦𝐿𝑛ƶ −
𝑒𝑥

𝑦
) 𝑗 + (𝑒𝑥+ƶ +

𝑒𝑦

ƶ
)�⃗�  

 قوانین نیوتن حرکت، کار، انرژی و اندازه حرکت 

هر ذره پافشاری و   -الف باشد.اساس مکانیک میو که پایه  گردید  ارائهسه قانون حرکت توسط نیوتن 

نمونه با سرعت   در حالت سکون یا حرکت یکنواخت بر روی یک خط راست )برای که ند ک مقاومت می

 ی بر ذره   ینیروی خارجی اعمال   𝐹اگر    -ب  مگر اینکه توسط نیرویی تحت تاثیر قرار گیرد.  ،ثابت( باقی بماند

  :آنگاه  ،ایجاد گردد  𝑣و متعاقب آن حرکت با سرعت    باشد mبه جرم 

𝐹 =
𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝑣 ) =

𝑑𝑝 

𝑑𝑡
               (3-97 )  
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= 𝑝که در آن   𝑚𝑣   منتوم )اندازه حرکت( نام دارد. اگرm  مستقل از زمانt  توان نوشت: آنگاه می ،باشد 

𝐹 = 𝑚
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
= 𝑚𝑎    که در آن𝑎    .با نیروی 2 یبر روی ذره  1 یاگر ذره  -ج شتاب ذره است𝐹 12     در

بنابراین   ،کنداثر می 𝐹 21ا نیروی ب 1 یبر روی ذره  2ی ی خط اتصال دو ذره اثر نماید آنگاه ذره راستا

𝐹 21 = −𝐹 12  .یعنی هر عملی را عکس العملی است مساوی و در خلاف جهت آن 

 نیرو، جرم و زمان 

)کمیتی(   کمی  ییک اندازه   جرمباشد و  ی مقاومت در مقابل تغییر حالت میتوانایی یک جسم برا  اینرسی

تماس   علت تواند بهبر روی جسم دیگر است. این عمل میک جسم عمل ی نیرویک جسم است.  از اینرسی

تواند بین اجسام جدا  شود و یا میکششی خوانده می -بین دو جسم حاصل شود که در آن صورت اثر فشاری

 .از هم باشد که در آن صورت اثر میدان نیرو نام دارد

ان یک کمیت مطلق در باشد. زمان به عنومیا در فضا  رخدادهگیری از توالی وقوع  اساساً یک اندازه :    مانز

 گردد.سزیم تعریف میفرکانس ارتعاش یک اتم  یشود. استاندارد زمان به وسیلهنظر گرفته می

در   kgگرم  ، کیلو  CGS (Centimeter-Gram-Second)در سیستم    gرد جرم گرم  اواحدهای استاند 

 دینباشد. یک می (N)و نیوتن  (dyn)ها دین ستمین سیاستاندارد نیرو در اباشد. واحدهای می SIسیستم 

 1kgنیرویی است که به جرم  نیوتندهد و یک می 21cm/Sنیرویی است که به جرم یک گرم شتاب 

 باشد. می SIدهد. زمان معمولاً بر حسب ثانیه در سیستم می 21m/sشتاب 
 

 مطلق ارچوب اینرسی )لختی( مرجع، حرکت چ

ها یا مشاهدات  گیریکه تمام اندازه تحت این فرض، اندنین نیوتن پذیرفته شده مود که قوابایستی تاکید ن

برای نمونه مطلقاً در حالت    ،شده است  ثابتباشد که در فضا  سیستم مختصات یا چارچوب مرجع می  نسبت به 

د است که یک ذره است.کاملاً مشهواست که فضا یا حرکت مطلق  سکون قرار دارد. این چنین فرضی 

به یک چارچوب  واند در حالت سکون بماند یا به حرکت یکنواخت بر روی یک خط راست نسبت تمی

 بر روی یک منحنی مسافرت نماید و شتاب نسبت به چارچوب مرجع دیگری داشته باشد.مرجع ادامه دهد و  

 کار

شده توسط این   آنگاه کار انجام ،گردد  𝑑𝑟یک ذره اعمال شود و باعث جابجایی بر روی   𝐹 یاگر نیرو

𝑑𝑤نیرو بر روی ذره   = 𝐹 . 𝑑𝑟   ی و تنها مولفهباشد  می𝐹     در جهت𝑑𝑟      در تولید حرکت موثر است. کل
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  راستای در    2p  یقطهتا ن  1p  یحرکت ذره از نقطهدر   𝐹کار انجام شده توسط میدان نیرویی )میدان برداری(  

 گردد.رال خطی زیر تعیین میاده از انتگبا استف  22-3مطابق شکل  Cمنحنی 
 

𝑊 = ∮ 𝐹 . 𝑑𝑟 = ∫ 𝐹 . 𝑑𝑟 = ∫ 𝐹 . 𝑑𝑟 
𝑟2⃗⃗⃗⃗ 

𝑟1⃗⃗⃗⃗ 

𝑝2
𝑝1𝑐

  (3-98)  

𝑟2⃗⃗که در آن   𝑟1⃗⃗⃗ و ⃗   هستند.  𝑝1  و 𝑝2های موقعیت نقاط  بردار  

 

 
 انتگرال خطیمسیر انجام کار با استفاده از  -23-3کل ش

 توان 

که بر روی ذره اعمال    ، شودای یا عمدتاً توان گفته میتوان لحظهان کار انجام شده بر روی ذره اغلب  نرخ زم

 : توان نوشتمی کار و توان ایبر pو  Wگردد. با استفاده از نشان می

𝑝 =
𝑑𝑊

𝑑𝑡
  (3-99)  

 و سرعت آن باشد، آنگاه:  𝑣ی اعمال شده به ذره  نیرو   𝐹اگر

𝑝 = 𝐹 . 𝑣   (3-100)  

 انرژی جنبشی

, 𝑡1های فرض کنید که ذره دارای جرم ثابت و در زمان 𝑡2 های به ترتیب در موقعیت𝑝1 , 𝑝2   قرار داشته

= 𝑣2⃗⃗⃗⃗ای  هحرکت با سرعت ،باشد
𝑑𝑟 2

𝑑𝑡
   , 𝑣1⃗⃗⃗⃗ =

𝑑𝑟 1

𝑑𝑡
 توان نشان داد:آنگاه می ،انجام شود 

𝑊 = ∮ 𝐹 . 𝑑𝑟 =
1

2
𝑚(𝑣2

2 − 𝑣1
2)

𝑐
      (3-101)  

𝑘 =
1

2
𝑚𝑣2  یا  𝑇 = 1

2
𝑚𝑣2  (3-102)  
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, 𝑝1بنابراین اختلاف انرژی جنبشی ذره بین نقاط  𝑝2     مساوی کل کار انجام شده از𝑝1 , 𝑝2   منحنی    بر روی

C باشد.  می 

𝑊 = 𝑇2 − 𝑇1     و   𝑇1 =
1

2
𝑚𝑣1

2   , 𝑇2 =
1

2
𝑚𝑣2

2  (3-103)  

 نیروی پایستار  هایمیدان

= 𝐹به طوری که    ،وجود داشته باشد  Vفرض کنید تابع اسکالری مانند  ∇⃗⃗ V توان نوشت: آنگاه می 

𝑊 = ∫ 𝐹 . 𝑑𝑟 = 𝑉
𝑝2
𝑝1

(𝑝1) − 𝑉(𝑝2)      (3-104)  

, 𝑝1متصل کننده نقاط  Cمستقل از مسیر در چنین حالتی کار انجام شده  𝑝2   بر رویC باشد. اگر کار  می

تصال  دیگر مستقل از مسیر ا یای به نقطهن نیرویی در حرکت یک ذره از نقطه یک میداانجام شده توسط 

 شود میدان نیرو پایستار است. آنگاه گفته می ، دو نقطه باشد

وجود   Vای مانند پذیر پیوستهمیدان اسکالر دیفرانسیلاگر و تنها اگر  ، پایستار است  𝐹میدان نیروی  قضیه:

= 𝐹داشته باشد به طوری که   −∇⃗⃗ V   یا به طور معادل اگر و تنها اگر∇⃗⃗ × 𝐹 = 𝑐𝑢𝑟𝑙𝐹 = 0  

اطع  متقغیر ی ن بستهپایستار است اگر و تنها اگر برای هر میدا   𝐹وسته پذیر پیمیدان نیرویی دیفرانسیل قضیه:

∮ی رابطه)منحنی بسته ساده(    Cبا منحنی   𝐹 . 𝑑𝑟 
 

𝐶
= یعنی کار انجام شده در حرکت یک   ، برقرار باشد   0

 ذره حول هر مسیر بسته مساوی صفر است.
 

 انرژی پتانسیل یا پتانسیل

= 𝐹که  به طوری  Vاسکالر   −∇⃗⃗ V    می        ل گفته  انرژی پتانسیل نام دارد یا اسکالر پتانسیل یا عمدتاً پتانسی-

, 𝑝1ود که در میدان نیروی پایستار وجود دارد و بنابراین کار انجام شده کل از ش 𝑝2  در راستایC   برابر

, 𝑝1است با اختلاف انرژی پتانسیل بین نقاط   𝑝2   ،در نتیجه : 𝑊 = 𝑉1 − 𝑉2   

𝑉2  آن که در  = 𝑉(𝑝2)   , 𝑉1 = 𝑉(𝑝1)  بایستی اشاره شود که پتانسیل داخل یک ثابت افزایشی

 توان به فرم زیر در نظر گرفت:. پتانسیل را میگردددلخواه تعریف می

𝑉 = −∫ 𝐹 . 𝑑𝑟 
𝑟

𝑟0
  (3-105)  

𝑟شود در  که در آن فرض می = 𝑟0   ،  𝑉 = 0 

 پایستگیقانون 

 توان نوشت: برای یک میدان نیروی پایستار می

𝑇1 − T2 = V1 − V2    یا   𝑇1 + V1 = T2 + V2      (3-106)  
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 : توان نوشتمیبنابراین پس از جایگذاری برای انرژی جنبشی 
1

2
𝑚𝑣1

2 + V1 =
1

2
𝑚𝑣2

2 + V2  (3-107)  

  ی رابطه و انرژی کل نام دارد.با توجه به بوده نرژی جنبشی و انرژی پتانسیل که مجموع ا  E=T+Vکمیت 

, 𝑝1که انرژی کل در نقاط شودنتیجه می 107-3 𝑝2 و   بنابراین مجموع انرژی جنبشی ، با هم برابر است

 باشد که پایستگی انرژی نام دارد. پتانسیل برابر مقدار ثابتی می

 ضربه

t1های زمانکنید که ذره در فرض − t2 های درموقعیت𝑝1 , 𝑝2  1های ارای سرعتقرار دارد و دv,  2v  

∫به فرم    𝐹. انتگرال زمانی نیروی  است 𝐹 . 𝑑𝑟 
t2
t1

 تغییرات  نام دارد. ضربه مساوی است با  𝐹نیروی  ی ضربه 

 بنابراین: ،اندازه حرکت بین دو نقطه

∫ 𝐹 . 𝑑𝑟 
t2
t1

= 𝑚𝑣 2 = 𝑝 2 − 𝑝 1  (3-108)  

 .ی که جرم متغیر و نیرو غیر پایستار باشد، برقرار استحتی هنگام نظریهاین 

 ایگشتاور و اندازه حرکت زاویه 

= Ʌ⃗⃗کند، آنگاه در یک میدان نیرویی حرکت  𝑟ای با بردار موقعیت اگر ذره  𝑟 × 𝐹     که گشتار یا گشتاور

بر روی ذره    ایجاد شده   چرخشی(گیری )اثر  یک اندازه   Ʌ  یباشد. اندازه )مرکز دوران( می  oل  حو   𝐹نیروی 

 توان نشان داد: باشد. همچنین میتوسط نیرو می

𝑟 × 𝐹 =
𝑑

𝑑𝑡
𝑚(𝑟 × 𝑣 )  (3-109)  

𝛺کمیت   = 𝑚(𝑟 × 𝑣 ) = 𝑟 × 𝑝   وران  دحول مرکز  ای یا گشتاور اندازه حرکت  اندازه حرکت زاویه

 باشد. ر اندازه حرکت زاویه ای میغییر دگشتاور اعمالی بر روی کره مساوی نرخ زمانی ت و  باشدمی

Ʌ =
𝑑𝛺

dt
  (3-110)  

 معتبر است.باشد، کنسوواتیو متغیر و نیرو غیر mحتی وقتی که جرم  نظریهاین 

 قانون بقای اندازه حرکت 

= 𝐹اگر   آنگاه  ،در قانون دوم نیوتن اعمال شود 0
𝑑

dt
(𝑚𝑣 ) = 0 → 𝑚𝑣 = (111-3)  ثابت  
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باشد و  ی اعمالی بر روی ذره صفر میهیچ نیرویی وارد نشود و یا نیروی خارج و به این معنی است که اگر 

 باشد. معادل همان قانون اول نیوتن می ، تکه جرم ثابت اسماند برای حالتیاندازه حرکت آن ثابت می
 

 ایقانون بقای اندازه حرکت زاویه

𝑑باشد آنگاه    Ʌ=0اگر   

dt
(𝑚(𝑟 × 𝑣 )) = 0 → 𝑚((𝑟 × 𝑣 ) = خالص    گشتاوربنابراین اگر   ثابت 

این نظریه اغلب قانون بقای   ،ماندای ثابت میاندازه حرکت زاویه ،ذره صفر باشد خارجی اعمالی بر روی

 نام دارد.  ای اندازه حرکت زاویه

 غیرپایستارنیروی 

= 𝐹وجود نداشته باشد که  Vی مانند اگر هیچ تابع اسکالر −∇⃗⃗ V یا به طور معادل(∇⃗⃗ × 𝐹 ≠ آنگاه   0

F دارد ایستار نامغیرپ میدان نیروی. 
 

 استاتیک یا تعادل یک ذره

افتد که ذره یا در حالت سکون یا تعادل به  زمانی اتفاق مینگام حرکت یک ذره یک حالت مخصوصاً ه

قرار دارد. شرط لازم و کافی برای این حالت این است که با   سیستم مختصات داخلی یا چارچوب مرجع

برای نمونه نیروی خارجی خالص اعمال شده بر برآیند نیرو مساوی صفر باشد،  قانون دوم نیوتن توجه به 

 ست. روی ذره مساوی صفر ا

نقطه در حالت   آنگاه شرط لازم و کافی برای اینکه ذره در یک ،بایستار باشد Vاگر میدان نیرو با پتانسیل 

 ی زیر برقرار باشد.  رابطهن است که آ ،تعادل باشد

∇⃗⃗ 𝑣 = 𝑣��  یا   0
𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
=

𝜕𝑣

𝜕ƶ
= 0  (3-112)  

 است.در آن نقطه   Vپتانسیل حداقل بودن  ، یک ذره در یک نقطه پایدار تعادلبرای  شرط لازم و کافی 
 

 مسائل حل شده  

= 𝑟که بردار وضعیت آن به فرم کند به طوریحرکت می xy ی صفحهدر  mای به جرم ذره  :1مثال

𝑎𝐶𝑜𝑠ω𝑡𝑖 + 𝑏𝑆𝑖𝑛ω𝑡𝑗  باشد که در آن میω,b,a  ثابتهای مثبت هستند وa>b  الف(   (24-3)شکل

ب( نشان دهید که جهت نیروی ذره همیشه به   کند.رکت میحکه ذره در یک مسیر بیضوی نشان دهید 

د( نشان    مائید.یافته و کار انجام شده را محاسبه ن B,Aنرژی جنبشی ذره را در نقاط ج( ا .استطرف مبدا 

 حول بیضی برابر صفر است. بار دهید که کل کار انجام شده توسط این میدان در حرکت ذره یک
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 شود. بردار وضعیت به فرم زیر نوشته می حل:

𝑟 = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 = 𝑎𝐶𝑜𝑠ω𝑡𝑖 + 𝑏𝑆𝑖𝑛ω𝑡𝑗   

𝑥که در آن   = 𝑎𝐶𝑜𝑠ω𝑡    و𝑦 = 𝑏𝑆𝑖𝑛ω𝑡 ی با نیم قطرهای اصلی و فرعیکه معادلات پارامتری بیض 

b , a زیر نتیجه گرفت:توان معادله بیضی را به شکل هستند. به راحتی می 

(
𝑥

𝑎
)2 + (

𝑦

𝑏
)2 = 𝐶𝑜𝑠2ω𝑡 + 𝑆𝑖𝑛2ω𝑡 = 1  →

𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1  

ا استفاده از قانون دوم نیوتن  ه را بنیروی اعمالی بر ذر ، باشدمی mب( با این فرض که ذره دارای جرم ثابت 

 توان به شکل زیر نوشت:می

 
 حرکت ذره بر روی مسیر بیضوی  -24-3شکل

𝐹 = 𝑚𝑎 = 𝑚
𝑑𝑣 

𝑑𝑡
= 𝑚

𝑑2𝑣 

𝑑2𝑡
= 𝑚

𝑑2

𝑑𝑡2
[(𝑎𝐶𝑜𝑠ω𝑡)𝑖 + (𝑏𝑆𝑖𝑛ω𝑡)𝑗 ] 

𝐹 = 𝑚[−ω2𝑎𝐶𝑜𝑠ω𝑡𝑖 + ω2𝑏𝑆𝑖𝑛ω𝑡𝑗 ] = −𝑚ω2[𝑎𝐶𝑜𝑠ω𝑡𝑖 + 𝑏𝑆𝑖𝑛ω𝑡𝑗 ]  

𝐹 = −𝑚ω2𝑟  
 باشد. بردار نیرو همیشه به سمت مبدا میاین است که جهت   ی که علامت منفی نشان دهنده 

= 𝑣 سرعت 𝑑𝑟 

𝑑𝑡
−ω𝑎𝐶𝑜𝑠ω𝑡𝑖 + ω𝑏𝑆𝑖𝑛ω𝑡𝑗   )ج 

𝑣2 = |𝑣 |2 = ω2[𝑎2𝑆𝑖𝑛2ω𝑡 + 𝑏2𝐶𝑜𝑠2ω𝑡] 

𝐾 انرژی جنبشی =
1

2
𝑚𝑣2 =

1

2
𝑚(𝜔2)[𝑎2𝑆𝑖𝑛2ω𝑡 + 𝑏2𝐶𝑜𝑠2ω𝑡] 

𝑠𝑖𝑛ω𝑡 بنابراین   ،  A ی در نقطه = 0   , 𝑐𝑜𝑠ω𝑡 = 1   ← ω𝑡 = 0  

𝐾𝐴 =
1

2
𝑚ω2b2  

𝐶𝑜𝑠ω𝑡    پس  ،  B ی در نقطه = 0   , 𝑆𝑖𝑛ω𝑡 = 1   ← ω𝑡 =
𝜋

4
        𝐾𝐵 =

1

2
𝑚ω2a2  

 شود.محاسبه میحال به دو روش کار انجام شده 

کار انجام  شده                                                                  روش اول = ∫ 𝐹 . 𝑑𝑟 
𝐵

𝐴
= ∫ −𝑚ω2𝑟 . 𝑑𝑟 

𝐵

𝐴
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−𝑚𝜔2 ∫ 𝑟 . 𝑑𝑟 = −
1

2
𝑚𝜔2

𝐵

𝐴
∫ 𝑑(𝑟 . 𝑑𝑟 ) = −

1

2
𝑚𝜔2 ∫ 𝑑𝑟 2 = −

1

2
𝑚𝜔2𝑟2

𝐵

𝐴

𝐵

𝐴
  

𝑟|𝐴 = 𝑎, 𝑟|𝐵 = 𝑏 ,  𝑊 = +
1

2
𝑚𝜔2𝑎2 −

1

2
𝑚𝜔2𝑏2 =

1

2
𝑚𝜔2𝑟2(𝑎2 − 𝑏)     

𝑡به ترتیب   Bو  Aفرض نمود در  توان روش دوم: می =
𝜋

2𝑤
  , 𝑡 =  اه:  آنگ ،باشدمی 0

𝑊 = ∫ 𝐹 . 𝑑𝑟 
𝐵

𝐴

= ∫ [−𝑚𝜔2(𝑎𝐶𝑜𝑠𝜔𝑡𝑖 + 𝑏𝑆𝑖𝑛𝜔𝑡𝑗 )].

𝜋
2𝜔

0

 

[−𝜔𝑎𝐶𝑜𝑠𝜔𝑡𝑖 + 𝜔𝑏𝑆𝑖𝑛𝜔𝑡𝑗 ]𝑑𝑡 = 

∫ [−𝑚𝜔3](𝑎2 − 𝑏2)𝑆𝑖𝑛𝜔𝑡. 𝐶𝑜𝑠𝜔𝑡𝑑𝑡 =
1

2
𝑚𝜔2𝑎2 −

1

2
𝑚𝜔2

𝜋

2𝜔
0

𝑏2  

𝐾𝐴 = 𝐾𝐵 = ∆𝐾 

 . B , A ییعنی کار انجام شده برابر است با تفاضل انرژی جنبشی سیستم بین دو نقطه

 : توان نوشتمید( همچنین با فرض روش دوم 

کار انجام  شده  = ∫ 𝑚ω3(a2 − b2)𝑆𝑖𝑛ω𝑡. 𝐶𝑜𝑠ω𝑡𝑑𝑡 =
𝜋

2ω
0

  
1

2
𝑚𝜔2(𝑎2 − 𝑏2)𝑆𝑖𝑛2𝜔𝑡 = 0  

 
بیابید و   B,Aپایستار است. همچنین انرژی پتانسیل را در نقاط  1میدان نیرویی مثال نشان دهید که  :2مثال

تعیین کنید. انرژی کل ذره را پیدا کرده و نشان   Bتا    Aکار انجام شده توسط نیروی اعمال شده به ذره را از  

 .تاسدهید که این انرژی دارای مقدار ثابتی 

𝐹 = −𝑚ω2𝑟 = −𝑚ω2(𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 )  

 

× ⃗⃗∇  داد کهبایستی نشان   𝐹برای پایستار بودن میدان نیروی  حل:  𝐹 = 0 

∇⃗⃗ × 𝐹 = 𝑐𝑢𝑟𝑙𝐹 |

𝑖 𝑗 �⃗� 

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕ƶ

−𝑚ω2𝑥 −𝑚ω2𝑦 0

| = (
𝜕

𝜕𝑦
(0) −

𝜕

𝜕ƶ
(−𝑚ω2𝑦)𝑖 +  

𝑗 (
𝜕

𝜕ƶ
(−𝑚ω2𝑥) −

𝜕

𝜕𝑥
(0)) + �⃗� (

𝜕

𝜕𝑥
(−𝑚ω2𝑦) −

𝜕

𝜕𝑦
((−𝑚ω2𝑥))  

0𝑖 + 0𝑗 + 0�⃗� = 0 → ∇⃗⃗ × 𝐹 =  میدان  پایستار است      0

 که: وجود دارد به طوری  �⃗�شود که پتانسیل ایستار بودن میدان نیرو نتیجه میبا توجه به پ

𝐹 = −𝑚ω2𝑥𝑖 − 𝑚ω2𝑦𝑗 = −∇⃗⃗ V =
𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑖 −

𝜕𝑉

𝜕𝑦
𝑗 −

𝜕𝑉

𝜕ƶ
�⃗⃗�   
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𝜕𝑉

𝜕𝑥
= 𝑚ω2𝑥        ,

𝜕𝑉

𝜕𝑦
= 𝑚ω2𝑦    ,

𝜕𝑉

𝜕ƶ
= 0 

𝑉 = ∫𝑚ω2𝑥𝑑𝑥 + 𝑔(𝑦) =
1

2
𝑚ω2𝑥2 + 𝑔(𝑦) 

𝜕𝑉

𝜕𝑦
= 𝑔′(𝑦) =

1

2
𝑚ω2𝑦   → 𝑔(𝑦) =

1

2
𝑚ω2𝑦2 

𝑉 =
1

2
𝑚ω2𝑥2 +

1

2
𝑚ω2𝑦2 =

1

2
𝑚ω2(x2 + y2) =

1

2
𝑚ω2𝑟2      تابع پتانسیل مورد نیاز 

VA =
1

2
𝑚ω2𝑎2                               پس               𝑟 = 𝑎  ∶ 𝐴  در نقطه 

VB =
1

2
𝑚ω2𝑏2                           بنابراین                𝑟 = 𝑏  ∶ 𝐵  در نقطه 

𝑊 کار انجام  شده  = VA − VB =
1

2
𝑚ω2𝑎2 −

1

2
𝑚ω2𝑏2 

𝐾 انرژی جنبشی در هر نقطه  =
1

2
𝑚ω2 

= 𝐹الف( اگر  :3مثال −∇⃗⃗ 𝑉  باشد که در آنV باشد.  ه و دارای مشتقات جزئی پیوسته میتک مقدار

,𝑝1(𝑥1 یاز نقطه  در حرکت ذره  نشان دهید که کار انجام شده  𝑦1, ƶ1) ی در این میدان به نقطه  

p2(x2, y2, ƶ2)  ب( اگر   باشد.می∫ 𝐹 . 𝑑𝑟 
 

c
باشد، نشان    p 2p ,1  ی اتصال بین دو نقطه  Cمستقل از مسیر    

= 𝐹وجود دارد به طوری که   V ی دهید که تابع پیوسته −∇⃗⃗ 𝑉 

𝑊  .         الف( حل: = −∫ 𝐹 . 𝑑r = −∫ ∇⃗⃗ 𝑉.
𝑝2
𝑝1

𝑝2
𝑝1

𝑑r = −∫ (
𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑉

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕𝑉

𝜕𝑧
�⃗� )

𝑝2
𝑝1

 

(𝑑𝑥𝑖 + 𝑑𝑦𝑗 + 𝑑ƶ�⃗� )                                      با استفاده  از ضرب داخلی دو بردار 

𝑊 = −∫ (
𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑉

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕𝑉

𝜕𝑧
�⃗� )

𝑝2

𝑝1

= −∫ 𝑑𝑉 = 𝑉(𝑝1) − 𝑉(𝑝2)
𝑝2

𝑝1

 

𝑊 = 𝑉(x1, y1, ƶ1) − 𝑉(x2, y2, ƶ2) 

ده ش داده    یبین دو نقطه   یبستگی دارد و به هر مسیر متصل کننده   p2p,1یعنی انتگرال تنها به مختصات نقاط  

= 𝐹ید ب( فرض کن وابسته نیست. 𝐹1⃗⃗  ⃗𝑖 + 𝐹2⃗⃗  ⃗𝑗 + 𝐹3⃗⃗  ⃗�⃗�   با استفاده از این قضیه که∫ 𝐹 . 𝑑𝑟 
c

مستقل   

 است.دلخواه( بنابراین پتانسیل به شکل زیر  ی دو نقطه یباشد )هر مسیرمتصل کننده می Cاز مسیر 

𝑉(𝑥, 𝑦, ƶ) = −∫ [𝐹1(𝑥, 𝑦, ƶ)𝑑𝑥 + 𝐹2(𝑥, 𝑦, ƶ)𝑑𝑦 + 𝐹3(𝑥, 𝑦, ƶ)𝑑ƶ]
𝑐
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 انتگرال مجزا Cتوان انتگرال منحنی الخط را به باشد. حال میمی  p p ,1مسیر اتصال نقاط   Cکه در آن 

 تقسیم نمود: 

𝑉(𝑥, 𝑦, ƶ) = −∫ 𝐹1(𝑥, 𝑦, ƶ)𝑑𝑥 − ∫ 𝐹2(𝑥, 𝑦, ƶ)𝑑𝑦
𝑦

𝑦1
− ∫ 𝐹3(𝑥, 𝑦, ƶ)𝑑ƶ

ƶ

ƶ1

𝑥

𝑥1
  

𝜕𝑉

𝜕ƶ
= −𝐹3(𝑥, 𝑦, ƶ)  

𝜕𝑉

𝜕𝑦
= −𝐹2(𝑥, 𝑦, ƶ) − ∫

𝜕𝐹3
𝜕𝑦

(𝑥, 𝑦, ƶ)𝑑ƶ
ƶ

ƶ1

= −𝐹2(𝑥, 𝑦, ƶ) − ∫
𝜕𝐹2
𝜕𝑦

(𝑥, 𝑦, ƶ)𝑑ƶ
ƶ

ƶ1

 

−𝐹2(𝑥, 𝑦, ƶ1) − 𝐹2(𝑥, 𝑦, ƶ) |
ƶ
ƶ1
= −𝐹2(𝑥, 𝑦, ƶ1) − 𝐹2(𝑥, 𝑦, ƶ) + 𝐹2(𝑥, 𝑦, ƶ1) =

𝐹2(𝑥, 𝑦, ƶ)  
𝜕𝑉

𝜕𝑥
= −𝐹1(𝑥, 𝑦, ƶ) − ∫

𝜕𝐹2

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦, ƶ1)𝑑𝑦

𝑦

𝑦1
− ∫

𝜕𝐹3

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦, ƶ)𝑑ƶ =

ƶ

ƶ1
− 𝐹(𝑥1, 𝑦1, ƶ1)  

−∫
𝜕𝐹1

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦, ƶ1)𝑑𝑦

𝑦

𝑦1
− ∫

𝜕𝐹1

𝜕ƶ
(𝑥, 𝑦, ƶ)𝑑ƶ = −𝐹(𝑥1, 𝑦1, ƶ1) −

ƶ

ƶ1

𝐹(𝑥1, 𝑦1, ƶ1) |
𝑦
𝑦1

  

−𝐹1(𝑥, 𝑦, ƶ) |
ƶ
ƶ1
= −𝐹1(𝑥, 𝑦1, ƶ1) − 𝐹1(𝑥, 𝑦, ƶ1) + 𝐹(𝑥, 𝑦1, ƶ1) − 𝐹1(𝑥, 𝑦, ƶ)  

+𝐹(𝑥, 𝑦, ƶ1) = −𝐹1(𝑥, 𝑦, ƶ)  

𝐹 = 𝐹1⃗⃗  ⃗𝑖 + 𝐹2⃗⃗  ⃗𝑗 + 𝐹3⃗⃗  ⃗�⃗� = −
𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑦

𝜕𝑥
𝑗 +

𝜕ƶ

𝜕𝑥
�⃗� = �⃗� 𝑉  

 .قرار دارد  V(x)تاثیر میدان نیرویی پایستار با پتانسیل تحت  xدر راستای محور  mای به جرم ذره  : 4مثال

نشان دهید اگر انرژی کل   ، قرار داشته باشد  t2t,1های  به ترتیب با زمان  x2x,1های  در وضعیتالف( اگر ذره  

E  آنگاه:  ،باشد t2 − t1 = √
m

2
∫

dx

√𝐸−𝑉(𝑥)

x2
x1

𝑉ب( همچنین اگر    =
1

2
𝑘𝑥2  شد و ذره در  با𝑥 = 𝑎  

𝑥نشان دهید که  شروع به حرکت نماید، از حالت سکون  = 𝑎𝐶𝑜𝑠√
𝑘

𝑚
𝑡  .و حرکت را توصیف نمائید 

  ،                     با استفاده از اصل پایستگی انرژی حل:

انرژی کل     = انرژی جنبشی +   انرژی پتانسیل 
1

2
𝑚(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)2 + 𝑉(𝑥) = 𝐸 

1

2
𝑚(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)2 = 𝐸 − 𝑉(𝑥) → (

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)2 =

2

𝑚
(𝐸 − 𝑉(𝑥)) 

(
𝑑𝑡

𝑑𝑥
)2 =

𝑚

2(𝐸 − 𝑉(𝑥))
→
𝑑𝑡

𝑑𝑥
= √

𝑚

2

1

√𝐸 − 𝑉(𝑥)
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𝑑𝑡 = √
𝑚

2

𝑑𝑥

√𝐸 − 𝑉(𝑥)
→ ∫ 𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

= √
𝑚

2
∫

𝑑𝑥

√𝐸 − 𝑉(𝑥)

𝑥2

𝑥1

 

𝑡2 − 𝑡1 = √
𝑚

2
∫

𝑑𝑥

√𝐸 − 𝑉(𝑥)

𝑥2

𝑥1

     , (
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)2 =

2

𝑚
(𝐸 − 𝑉(𝑥)) 

𝑥 = 𝑎 →
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0 → سرعت = 0 →

2

𝑚
(𝐸 −

1

2
𝑘𝑎2) = 0 → 𝐸 =

1

2
𝑘𝑎2 

(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)2 =

2

𝑚
(
1

2
𝑘𝑎2 −

1

2
𝑘𝑥2) → (

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)
2

=
𝑘

𝑚
(𝑎2 − 𝑥2) 

𝑑𝑥

√𝑎2 − 𝑥2
= ±√

𝑘

𝑚
𝑑𝑡 → 𝑆𝑖𝑛−1

𝑥

𝑎
= √

𝑘

𝑚
𝑡 + 𝐶1 

𝑥 = 𝑎 → 𝑡 = 0 →
𝜋

2
= 𝐶1 → 𝑆𝑖𝑛−1

𝑥

𝑎
= ±√

𝑘

𝑚
𝑡 +

𝜋

2
 

𝑥

𝑎
= Sin (

𝜋

2
± √

𝑘

𝑚
𝑡) → 𝑥 = 𝑎𝐶𝑜𝑠√

𝑘

𝑚
𝑡 

𝑥از  xراستای  ذره به سمت جلو و عقب در = 𝑎  تا𝑥 = −𝑎 د. زمان برای یک ارتعاش  کننوسان می

𝑥کامل یا یک نوسان از   = 𝑎     تا برگشت مجدد به𝑥 = 𝑎  ی  یک پریود نوسان نام دارد که از رابطه𝑝 =

2𝜋√
𝑚

𝑘
 .گرددتعیین می 

,𝑟)نشان دهید در مختصات قطبی  :5مثال 𝜃) (. 19-3)شکل   ن می شودگرادیان، پتانسیل به فرم زیر تعیی 

∇⃗⃗ 𝑉 =
𝜕𝑉

𝜕𝑟
𝑟1⃗⃗⃗  +

1

2

𝜕𝑉

𝜕𝜃
𝜃 1 

𝛼∇⃗⃗ 𝑉فرض کنید  حل: = 𝐺𝑟 1 + 𝐻𝜃 1     که در آنH,G .قابل تعیین هستند  

𝑑𝑟 = 𝑑𝑥𝑖 + 𝑑𝑦𝑗   , 𝑥 = 𝑟𝐶𝑜𝑠𝜃 , 𝑦 = 𝑟𝑆𝑖𝑛𝜃 , 𝑟 = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗  = 𝑟𝐶𝑜𝑠𝜃𝑖 +

𝑟𝑆𝑖𝑛𝜃𝑗 
𝜕𝑟 

𝜕𝑟
= 𝑟𝐶𝑜𝑠𝜃𝑖 + 𝑆𝑖𝑛𝜃𝑗    , |

𝜕𝑟 

𝜕𝑟
| = 1 , 𝑟1⃗⃗⃗  = 𝐶𝑜𝑠𝜃𝑖 + 𝑆𝑖𝑛𝜃        به  طوری  که  

jrCosirSinهمچنین                                                               
r

r

r

r









 +−=











= ,1
 

11                                            :توان نوشتمی ,  CosrSinjSinrCosi +=−=
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 :شوداز دو رابطه اخیر استفاده می  𝑗 و  𝑖به جای    𝑟��در   بنابراین

𝑑𝑟 = (𝐶𝑜𝑠𝜃𝑑𝑟 − 𝑟𝑆𝑖𝑛𝜃)(𝐶𝑜𝑠𝜃𝑟1⃗⃗⃗  − 𝑆𝑖𝑛𝜃θ⃗ 1) + (𝑆𝑖𝑛𝜃dr + 𝑟𝐶𝑜𝑠𝑑𝜃) × 

𝑆𝑖𝑛𝜃𝑟1⃗⃗⃗  + 𝐶𝑜𝑠𝜃θ⃗ 1) →    𝑑𝑟 = 𝑑𝑟. 𝑟1⃗⃗⃗  + 𝑟𝑑𝜃. θ⃗ 1 
 

∇⃗⃗ 𝑉. 𝑑𝑟 = 𝑑𝑉 =
𝜕𝑉

𝜕𝑟
𝑑𝑟 +

𝜕𝑉

𝜕𝜃
𝑑𝜃 

(𝐺𝑟 1 + 𝐻θ⃗ 1). (dr. 𝑟 1 + 𝑟𝑑𝜃𝜃1) = 𝐺𝑑𝑟 + 𝐻𝑟𝑑𝜃 =
𝜕𝑉

𝜕𝑟
𝑑𝑟 +

𝜕𝑉

𝜕𝜃
𝑑𝜃 

𝐺 به طوری که:  =
𝜕𝑉

𝜕𝑟
      , 𝐻 =

1

𝑟

𝜕𝑉

𝜕𝜃
 پس      

 ∇⃗⃗ 𝑉 =
𝜕𝑉

𝜕𝑟
𝑟 1 +

1

𝑟

𝜕𝑉

𝜕𝜃
θ⃗ 1 

 
 مسائل برای حل 

 کند:در راستای بیضی حرکت می mبه جرم    𝐹ای در میدان نیرویی ه ذر -1

𝑟 = 𝑎𝐶𝑜𝑠ω𝑡𝑖 + 𝑏𝑆𝑖𝑛𝜔𝑡𝑗  

× 𝑟الف(  ،      حرکت باشد یاندازه   𝑝اگر  𝑝 = 𝑚𝑎𝑏𝜔�⃗�        )ب𝑟 × 𝑝 =
1

2
𝑚𝜔2(𝑏2 − 𝑎2) 

 به صورت زیر است: t ان بر حسب زم mاعمالی بر روی یک ذره به جرم  نیروی  -2

𝐹 = 𝑎𝐶𝑜𝑠𝜔𝑡 + 𝑏𝑆𝑖𝑛𝜔𝑡𝑗  
 بردارهای موقعیت و سرعت در هر زمان به فرم زیر هستند: آنگاه  اگر ذره در حالت اولیه در مبدا باشد، 

𝑟 =
𝑎

𝑚𝜔2
[1 − 𝐶𝑜𝑠𝑤𝑡]𝑖 +

𝑏

𝑚𝜔2
(𝜔𝑡 − 𝑆𝑖𝑛𝜔𝑡]𝑗  

𝑟 =
𝑎

𝑚𝜔
𝑆𝑖𝑛𝜔𝑡𝑖 +

𝑏

𝑚𝜔
(1 − 𝐶𝑜𝑠𝜔𝑡]𝑗  

= 𝐹تحت اثر میدان نیرویی mای به جرم ذره  -3 𝑎(𝑆𝑖𝑛𝜔𝑡𝑖 + 𝐶𝑜𝑠𝜔𝑡𝑗 )  قرار دارد، اگر ذره در

حالت اولیه در حالت سکون در مبدا سکون قرار داشته باشد، نشان دهید که کار انجام شده بر روی ذره تا  

برابر است با:  tزمان 
𝑎2

𝑚𝜔2
(1 − 𝐶𝑜𝑠𝜔𝑡) ال شده به ذره  اعمای و توان لحظه

𝑎2

𝑚𝜔
𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡  .است 

= 𝐹نیرویی الف( نشان دهید میدان  -4 −𝑘𝑟3𝑟   .ب( انرژی پتانسیل ذره در حالت حرکت   پایستار است

= 𝑣با سرعت  m به جرم  یج( اگر ذره  را استخراج نمائید.
𝑑𝑟 

𝑑𝑡
یدان حرکت نماید، نشان دهید  در این م 

آنگاه  ، ی کل ثابت باشدانرژ Eکه اگر 
1

2
𝑚(

𝑑𝑟 

𝑑𝑡
)2 +

1

5
𝑘𝑟5 = 𝐸  دام اصل مهم  این موضوع ک

 دهد؟ فیزیکی را نشان می
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= 𝐹قرار داده شده در میدان نیرویی  یپتانسیل ذره  -5 −𝑘𝑟𝑛𝑟    را بیابید که در آنk  وn  .ثابت هستند  

 .ها را بررسی کنیدتمام حالت 

= 𝐹ای به طرف مبدا با مقدار تحت اثر نیروی جاذبه xدر راستای محور  mه جرم ای بذره  -6 −(
𝑘

𝑥2
)𝑖   

 به حرکت نماید نشان دهید که در زمان  شروع  x=aکند. اگر ذره از حالت سکون در حرکت می

 
𝜋

2
𝑎√

𝑚𝑎

2𝑘
= 𝐹ر  رسد. اگبه مبدا می  −(

𝑘

𝑥3
)𝑖   مجدداً بررسی کنید.باشد مسئله را 

= 𝐹در میدان نیرویی  m ای به جرم ذره  -7 −𝑘𝑥𝑟  الف( چه میزان کار برای حرکت د. کنحرکت می

شروع به حرکت   1vبا سرعت  =1xxیکسانی در  یب( اگر ذره  مورد نیاز است؟ =2xxتا  =1xxذره از 

 چه سرعتی خواهد بود؟  دارای =2xxکند، در 

 جواب: الف( 
1

2
𝑘(𝑥1

2 − 𝑥2
𝑣1 ب(          ,        (2

2 + (
𝑘

𝑚
)(𝑥1

2 − 𝑥2
2) 

باشد، این است که   V(x,y)تابع  حداقل ی نقطه (a,b) ی برای اینکه نقطهشرط کافی نشان دهید الف(  -8

شرایط الف( 
𝜕𝑉

𝜕𝑥
=

𝜕𝑉

𝜕𝑦
= =∆ب(  0 (

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
)
2

(
𝜕2𝑉

𝜕𝑦2
) − (

𝜕2𝑉

𝜕𝑥𝜕𝑦
)2 > 0          ,

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
> 0    

 برقرار باشد.  

 نشان دهید: ، دهدتغییر می τدر زمان  2vتا   1vسرعت را از   mای به جرم بر روی ذره   𝐹نیروی ثابت   -9

𝐹 =
𝑚

τ 
(𝑣 2 − 𝑣 1)  کمیت  حال اگر    𝐹 𝑎𝑣 =

∫ 𝐹 𝑑𝑡
𝑡2
𝑡1

𝑡2−𝑡1
تا    𝑡1متوسط اعمالی بر ذره از زمان    نیروی  

 استفاده شود، حرکت حاصل را توصیف نمائید. 𝐹 𝑎𝑣از    𝐹باشد اگر به جای   𝑡2زمان 

 :توان نوشتمیای نشان دهید که در مختصات استوانه -10

∇⃗⃗ 𝑉 =
∂V

𝜕𝑝
e⃗ 𝑃 +

1

2

∂V

𝜕𝜑
e⃗ 𝜑 +

∂V

𝜕ƶ
e⃗ ƶ 

e⃗ 𝜑و e⃗ 𝑃که در آن    هستند.  𝑧 و 𝜑 و 𝑝های  بردارهای یکه در جهت  e⃗ ƶ و 

 نشان دهید که گرادیان پتانسیل در مختصات کروی به فرم زیر است: -11

∇⃗⃗ 𝑉 =
∂v

𝜕𝑝
 e⃗ 𝑟 +

1

2

∂v

𝜕𝜙
 e⃗ θ +

1

sinθ

∂v

𝜕ƶ
e⃗ ϕ 

, 𝜙های  بردارهای یکه در جهت  e⃗ ϕ و  e⃗ θ و e⃗ 𝑟که در آن   𝜃 , 𝑟  .هستند 

 𝑚0سرعت و    vگردد که در آن  ی زیر تعیین میذره از رابطه   mشتین، جرم  نینسبیت ا  ی مطابق با نظریه  -12

𝛽سرعت نور و   Cجرم حالت سکون بوده و  =
𝑉

𝐶
 باشد.می 
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𝑚 =
𝑚0

√1 −
𝑣2

𝐶2

=
𝑚0

√1 − 𝛽2
 

m0Cدهید که نرخ زمان کار انجام شده برابرالف( نشان 
2 d

dt
(1 − 𝛽2)−

1

 است.  2

 ب( با توجه به قسمت قبل انرژی جنبشی را به فرم زیر استخراج کنید: 

𝑘 = (𝑚 −𝑚0)𝐶
2 = 𝑚0𝐶

2 {(1 − 𝛽2)−
1
2 − 1} 

1نرژی جنبشی به صورت تقریبی برابر است با  باشد نشان دهید که ا  Cخیلی کوچکتر از  v  ج( اگر

2
𝑚𝑣2 

 
 

 حرکت مطلق و نسبی

مکانیک اجسام لازم است بین این دو حرکت تفاوت قائل شد. نوع حرکت به انتخاب دستگاه  یدر مطالعه

رتاب شده، یک دستگاه پبه یک توپ تازه مرجع بستگی دارد. به عنوان مثال یک دستگاه مختصات متصل 

ون  توان یک دستگاه بد مختصات متصل کننده به زمین را میکه دستگاه دار است در حالی ات شتابمختص

که حرکت نسبت به چه مختصات  ت بایستی به این نکته توجه داشتبنابراین در حرک  شتاب فرض نمود. 

دارای  آیا دستگاه مختصات مرجع  ،است و یا متحرک  شود، آیا این مختصات مرجع ثابتمیمرجعی بیان 

 گیرند.میمورد استفاده قرار  های بدون شتابشتاب است یا ذره در مکانیک نیوتنی تنها دستگاه 

ای  اهاً دستگاه گالیله یک دستگاه مختصات ثابت، گاهی مواقع یک دستگاه اینرسی و یا دستگاه نیوتنی و گ

اه بدون شتاب واقعی یک دستگ ،نسبت به خورشید در حال حرکت باشدشمسی  ینام دارد، اگر منظومه

ارد. دستگاه متصل به زمین ژئو  بایستی به خورشید متصل باشد چنین دستگاهی، دستگاه هلیوسنتریک نام د

اگر  تواند به عنوان یک دستگاه اینرسی لحاظ گردد.برای اکثر کاربردهای مهندسی می. سنتریک نام دارد

مطالعه شود، حرکت آن، حرکت مطلق و  مادی نسبت به یک دستگاه مختصات ثابت  ی طه حرکت یک نق

 اگر حرکت نسبت به دستگاه مختصات متحرک بررسی گردد، حرکت آن، حرکت نسبی نام دارد.
 

 ی متحرکامشتقات برداره

 دوار یبردار یکه

eی فرض کنید بردار یکه 25-3مطابق شکل 


 
  ی با نوشتن بردار یکه ،کندیدوران م ای زاویه  با سرعت

e


ijی بر حسب بردارهای یکه 


,

 
e=1:  توان نوشتمی
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 بردار یکه و دوران آن -25-3شکل 

 

ij


 یعنی: ،است نابراین مشتق آنها نسبت به زمان مساوی صفرثابت هستند. ب  یبردارهای یکه ,

0==
dt

jd

dt

id


 

 : توان نوشتمی حال

𝑑 e


𝑑𝑡
=
𝑑

𝑑𝑡
[𝐶𝑜𝑠𝜃 i


+ 𝑆𝑖𝑛𝜃 j


] =

𝑑

𝑑𝑡
[𝐶𝑜𝑠𝜃 i


] +

𝑑

𝑑𝑡
[𝑆𝑖𝑛𝜃 j


] 

𝑖 
𝑑

𝑑𝑡
𝐶𝑜𝑠𝜃 + 𝐶𝑜𝑠𝜃

𝑑𝑖 

𝑑𝑡
+ 𝑗 

𝑑𝑆𝑖𝑛𝜃

𝑑𝑡
+ 𝑆𝑖𝑛𝜃

𝑑𝑗 

𝑑𝑡
= 𝑖 . (−�̇�)𝑆𝑖𝑛𝜃 + 𝑗 . �̇�𝐶𝑜𝑠𝜃 

𝑑 e


𝑑𝑡
= �̇�(−𝑆𝑖𝑛𝜃𝑖 + 𝐶𝑜𝑠𝜃𝑗 ) , �̇� =

𝑑𝜃

𝑑𝑡

̇
 

|
𝑑 e


𝑑𝑡
| = �̇�√𝑆𝑖𝑛2𝜃 + 𝐶𝑜𝑠2𝜃 = �̇� = 𝜔            ( e


 (همان سرعت دوران  بردار یکه 

بردار  
𝑑𝑒

𝑑𝑡
 (26-3عمود است )مطابق شکل  𝑒  یبردار یکهبر   

 

 
 مشتق بردار یکه که بر بردار یکه عمود است.   -26-3شکل 
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= ω⃗⃗ای را به فرم  بردار سرعت زاویه   توانهمچنین می �̇��⃗�   نوشت . �⃗�     ی عمود بر صفحه  جهتبردار یکه در  

xy پس بردارهای   ،استω⃗⃗ ,
𝑑𝑒 

𝑑𝑡
 , 𝑒  با توجه به مساوی بودن مقادیر   ،دو به دو برهم عمود هستندω⃗⃗ ,

𝑑𝑒 

𝑑𝑡
و    

 : (27-3)شکل   شودمیزیر نتیجه  یرابطه   𝑒واحد بودن بردار  
𝑑𝑒 

𝑑𝑡
= ω⃗⃗ × 𝑒      (3-113)  

 
ن  آ  یا برداری )خارجی( بردار سرعت زاویهضرب برابر حاصلبنابراین مشتق یک بردار یکه نسبت به زمان 

 سرعت ترک آن می باشد.   یباشد. مشتق و یک بردار یکه نشان دهنده بردار یکه در خود بردار یکه می

 

 
 بردار یکه در مختصات دکارتیای، مشتق بردارهای یکه و رهای سرعت زاویهوضعیت بردا -27-3شکل 

 
 مختصات مرجع متحرکبردار در دستگاه 

 را به فرم زیر در نظر بگیرید: Rبردار وضعیت )موقعیت(  28-3مطابق شکل 

�⃗� = 𝑅𝑥𝑖 + 𝑅𝑥𝑗  

ijو  xy,  محورهای  بر روی  Rهای اسکالر بردار  مولفه   𝑅𝑥 و 𝑅𝑥که در آن   رهای یکه هستند که ثابت  دابر,

12شوند.فرض می , ee


کنند. با مشتق گیری از  دوران می ωای رهای یکه هستند که با سرعت زاویهبردا 

و اینکه   tنسبت به   R⃗⃗بردار  
𝑑𝑖 

𝑑𝑡
=

𝑑𝑗 

𝑑𝑡
=  : توان نوشتمی 0

(3-114        )                                                        jRiRj
dt

dR
i

dt

dR

dt

Rd
R yx

yx





+=+==

 
 

12بر حسب بردارهای یکه  R⃗⃗همچنین بردار  , ee


 
به ترتیب   R2R,1که در آن ، شودبه فرم زیرنوشته می 

12روی محورهای   R⃗⃗های اسکالر بردار مولفه , ee


 
 . هستند
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 ختصات کارتزین  دوران بردارهای یکه در دستگاه م -28-3شکل

 

(3-115)
                                                                                                   

2211 eReRR


+==

 (3-116)
                                                                        

22112211 eReReReRR +++==


12رهای چون بردا  , ee


   اند.مشتقات آنها در نظر گرفته شده  ،نددر حال دوران هست

2211    همچنین , eeee


==      :پس 

(3-117)       
( )

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

. .

,r r

R R e R e R e R e R e R e

R e R e R R R R e R e

 

 

    = + +  +  = + +

    + = +  = + 
 مادی  یسرعت یک نقطه

می باشد که در    S⃗ =R⃗⃗ +rکند بردار وضعیت آن حرکت می xy یدر صفحه p ی نقطه 29-3مطابق شکل 

نسبت به مرکز دستگاه  p یبردار وضعیت نقطه   rو  xyبردار وضعیت مرکز دستگاه مختصات ثابت   R⃗⃗آن 

بردارهای   xoyنسبت به دستگاه  'x'oyبا توجه به متحرک بودن دستگاه  است. 'x'yمختصات متحرک 

12ی یکه , ee


3eی کنند همچنین بردار یکهان میدور  ωای  و سرعت زاویه  θ  یتحت زاویه   


  یبر صفحه  

xoy   213عمود است و eee


=  مادی    ی بردار موقعیت مشتق گرفته و سرعت مطابق نقطه  ی حال از رابطه

p گردد:تعیین می 

𝑣 =
𝑑𝑠 

𝑑𝑡
= 𝑆 ̇ = �⃗� ̇ + 𝑟 ̇  (3-118)  

⃗⃗̇ 𝑅که در آن  با  ، در دستگاه متحرک تعریف شده است rکه باشد. چونمی oنسبت به  'o ی سرعت نقطه ⃗ 

 : توان نوشتمیاستفاده از تعریف مشتق بردار در دستگاه مختصات مرجع متحرک 
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𝑟 ̇ = 𝑟 ̇𝑟 + �⃗⃗� × 𝑟   (3-119)  

 شود.صل میعبارت زیر حا128-3ی پس از قرار دادن در رابطه

(120-3                       )                                                                        𝑣 = �⃗� ̇ + 𝑟 ̇𝑟 + �⃗⃗� × 𝑟  

 که در آن: 

𝑣 ی : سرعت مطلق نقطه  p     ،�⃗� ̇  سرعت مطلق مبدا مختصات متحرک :o'  ،ω⃗⃗ ای مطلق دستگاه  : سرعت زاویه

12اتمختص , ee


 ،r عیت نقطه مادی : بردار موقp  12در دستگاه مختصات , ee


 ،ṙ 𝑟 : ی سرعت نقطه  

12ناظر متصل به دستگاه مختصات متحرک   ی که به وسیله pمادی  , ee


در صورتی   شود.گیری میاندازه  

ای  سرعت زاویه ، باشدبه دستگاه ثابت  دارای حرکت انتقالی نسبت که در دستگاه مختصات متحرک فقط

ω=0   توان نوشتو میشده: 

(121-3                                                                                           )                     𝑣 = �⃗� ̇ + ṙ 𝑟 

 
 که مبدا مختصات منتقل شده است.حالتی بردار موقعیت نسبت به -29-3شکل

 مادی  یب یک نقطهشتا

= S⃗برای یافتن شتاب با دو بردار مشتق گیری نسبت به زمان از   R⃗⃗ + r     نسبت به دستگاه مختصاتxy    ثابت

 : توان نوشتمی

𝑎 =
𝑑2𝑆

𝑑𝑡2
= �⃗̈� + �̇�   (3-122)  

در    𝑟باشد. چون  می oسبت به مرکز مختصات ثابت ن 'oشتاب مطلق مرکز مختصات متحرک  ̈ R⃗⃗که در آن  

 شود، مشتق گیری از آن به فرم زیر است:گیری میدستگاه مختصات متحرک اندازه 
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ṙ = ṙ 𝑟 + �⃗⃗� × 𝑟   (3-123)  

�̈� =
𝑑

𝑑𝑡
(ṙ 𝑟 + �⃗⃗� × 𝑟 ) =

𝑑ṙ 𝑟

𝑑𝑡
+

𝑑

𝑑𝑡
(�⃗⃗� × 𝑟 )  (3-124)  

𝑑

𝑑𝑡
(�⃗⃗⃗� × 𝑟 ) = �⃗⃗̇� × 𝑟 + �⃗⃗⃗� (ṙ 𝑟 + �⃗⃗⃗� × 𝑟 ) = �⃗⃗⃗� × 𝑟 + �⃗⃗⃗� × ṙ 𝑟 + �⃗⃗⃗� × (�⃗⃗⃗� × 𝑟 ) 

�̈� = �̈� 𝑟 + �⃗⃗̇� × 𝑟 + �⃗⃗⃗� × (�⃗⃗⃗� × 𝑟 ) + 2�⃗⃗⃗� × �̇� 𝑟         (3-125)  

αبا در نظر گرفتن    = ω̇    م پس  سرانجا  ،باشدای مطلق در دستگاه متحرک میی شتاب زاویهدهنده که نشان

 د.شوی زیر نتیجه میرابطهاز جایگذاری 

𝑎 = �⃗̈� + �̈� 𝑟 + 𝛼 × 𝛼 + �⃗⃗⃗� × (�⃗⃗⃗� × 𝑟 ) + 2�⃗⃗⃗� × �̇� 𝑟     (3-612)  

 ، 'o: شتاب مطلق مرکز مختصات متحرک  o'،   R⃗⃗̈: شتاب مطلق مرکز مختصات متحرک  R⃗⃗̈  که در آن

�̈� 𝑟ی : شتاب نقطه p  12متصل به دستگاه مختصات متحرک  ناظر  توسط که , ee


 شود.گیری میاندازه   

𝛼 12ای مطلق دستگاه مختصات :  زاویه , ee


ه در دستگاه  ک  pمادی  ی: بردار موقعیت نقطه  �⃗⃗�، متحرک 

× 𝛼 شود.ی می گیرمختصات متحرک اندازه  𝑟 دستگاه مختصات   ای : شتاب مماس به علت شتاب زاویه

× �⃗⃗⃗�  شود.این جمله مساوی صفر می  ، اشدثابت ب  𝜔اگر مقدار،  متحرک (�⃗⃗⃗� × 𝑟 )  شتاب به علت سرعت :

 .داردی قائم شتاب نام ای دستگاه مختصات متحرک، این شتاب، شتاب جانب مرکز یا مولفهزاویه

 2�⃗⃗� × ṙ 𝑟  شتاب به شتاب کریولیس  رعت نسبی این  سای وعلت اثر متقابل جملات سرعت زاویه: شتاب به

ω  آنگاه   ،اگر دستگاه مختصات متحرک فقط دارای حرکت انتقال باشداست.  معروف   = 𝛼 = شده و    0

 شود.عبارت زیر حاصل می

𝑎 = �⃗̈� + �̈� 𝑟   (3-127)  

  :یادآوری

بنابراین    ، اشته باشدشود که ابعاد آن تاثیری در وضعیت حرکتی آن ند گفته میی مادی  یک جسم وقتی نقطه

نیزگفته  ای . نقطه مادی گاهی مواقع جرم نقطهشودر یک نقطه متمرکز فرض میی مادی دجرم یک نقطه

 شود.می

 مسائل حل شده 

 2m/s10و شتاب    m/s30امتداد یک مسیر مستقیم با سرعت  یک واگن باری در    30-3مطابق شکل    :1مثال

 rad/s2ای  زاویه        نشان داده شده با سرعت  ی حظهل شده و در لای به سقف واگن متصمیله  .کندحرکت می
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کند. های ساعت دوران میدر جهت عقربه 2srad/10ای های ساعت و شتاب زاویهدر جهت خلاف عقربه

کند، امتداد میله به سمت خارج حرکت مینسبت به میله، در    m/s4با سرعت ثابت      p  یدر همان لحظه وزنه

 ن داده شده.نشا ی در لحظه p ی سرعت و شتاب مطلق وزنه مطلوب است تعیین 

 حل:

123دستگاه مختصات متحرک  ,, eee


به واگن   o΄چسبد، چون قرار داده شده و به میله می o΄در مرکز 

 سرعت و شتاب مطلق آن در دستگاه متحرک برابر است با:، متصل است و واگن نیز متحرک است

�⃗̇� = 30(𝑆𝑖𝑛30°𝑒 1 + 𝐶𝑜𝑠30𝑒 1)   ,   �⃗̈�
 = 10(𝑆𝑖𝑛30°𝑒 1 + 𝐶𝑜𝑠30𝑒 2) 

اند، با توجه به اطلاعات در دستگاه مختصات متحرک بیان شده این سرعت و شتاب بر حسب بردارهای یکه  

 له: امسداده شده در

 
 متحرک رم متصل به میله در داخل یک واگن باری جیک  -30-3شکل

 

�⃗⃗⃗� = 2𝑒 3   ,     a⃗ = −10𝑒 3    , 𝑟 = 2𝑒 1    ,   �̇� 𝑟 = 4𝑒 1 , �̈� 𝑟 = 0 

 گردد:ن سرعت مطلق به فرم زیر تعیین میبنابرای

𝑣 = �⃗̇� + �̇� 𝑟 + �⃗⃗⃗� × 𝑟    → 𝑣 = 30(0.5𝑒 1 + 0.866𝑒 2) + 4𝑒 1 + (2𝑒 3 × 2𝑒 1) 
𝑣 = 15𝑒 1 + 26𝑒 2 + 4𝑒 1 + 4𝑒 3 = 19𝑒 1 + 3𝑒 2      m/s 

 شود.زیر تعیین می یشتاب مطلق نیز مطابق رابطه 

𝑎 = �⃗̈� + �̈� 𝑟 + 𝛼 × 𝑟 + �⃗⃗⃗� × (�⃗⃗⃗� × 𝑟 ) + 2�⃗⃗⃗� × �̇� 𝑟  
�⃗⃗⃗� × 𝑟 = 4𝑒 2  و �⃗⃗⃗� × (�⃗⃗⃗� × 𝑟 ) = 2𝑒 3 × 4𝑒 2 = −8𝑒 1 

𝛼 × 𝑟 = −10𝑒 3 × 2𝑒 1 = −20𝑒 2               2�⃗⃗⃗� × �̇� 𝑟 = 4𝑒 3 × 4𝑒 1 = 16𝑒 2 

 اند.گرد انتخاب شده نیز راست  بردارهای یکه

𝑎 = 10(0/5𝑒 1 + 0/866𝑒 2) − 20𝑒 2 − 8𝑒 1 + 16𝑒 2= 
−35𝑒 1 + 4/66 

𝑚
𝑠2⁄  
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5/54𝑚دارای برآیند  داده شده که نشان  30-3اب مطلق مطابق شکل بردار شت 𝑠2⁄ باشد.می 

ادی طوری  م ی کند. نقطهر امتداد سطح داخلی لوله حرکت میمادی د ی نقطه 31-3مطابق شکل  :2مثال

𝑟ی کند که رابطهدر امتداد لوله حرکت می = 𝑡2   ( .برای آن برقرار استr    بر حسب متر وt    بر )حسب ثانیه  

= �⃗⃗�ای  سرعت زاویه  با  لوله  10𝑡(𝑒 2 + 𝑒 3)
𝑟𝑎𝑑

𝑠⁄  123کند. دستگاه بردارهای یکه  دوران می ,, eee


 
.  استثانیه    t=1مادی وقتی که    یمطلوب است تعیین سرعت و شتاب نقطهمطابق شکل به لوله متصل است.  

123  حسب  نتایج را بر ,, eee


 بیان کنید.  

 ای آن مساوی رک متصل به لوله است، سرعت زاویهمتح یکه چون دستگاه بردارهای ی حل:

 �⃗⃗⃗� = 10𝑡(𝑒 2 + 𝑒 3) توان نوشت: ، میباشدمی 

𝑣 = �⃗̇� + �̇� 𝑟 + �⃗⃗⃗� × 𝑟  

 
 ی مادی در سطح داخلی لوله حرکت نقطه -31-3شکل

 

= �⃗̇�ابراین:  بن ، منطبق است oبر  ΄oچون مرکز   همچنین:  0

𝑟 = t2𝑒 1      ,       �̇� 𝑟 = 2𝑡𝑒 1 

�⃗⃗⃗� × 𝑟 = 10𝑡(𝑒 2 + 𝑒 3) × (t
2𝑒 1) = −10t3𝑒 3 + 10t

3𝑒 2 

 بنابراین: 

𝑣 = 2𝑡𝑒 1 + 10t
3𝑒 2 − 10t

3𝑒 3 = (2𝑒 1 + 10𝑒 2 − 10𝑒 3)
𝑚
𝑠⁄    ,     𝑡 = 1  𝑠𝑒𝑐 

 شود.زیر استفاده می ی شتاب از رابطهبرای تعیین 

𝑎 = �⃗̈� + �̈� 𝑟 + 𝛼 × 𝑟 + �⃗⃗⃗� × (�⃗⃗⃗� × 𝑟 ) + 2�⃗⃗⃗� × �̇� 𝑟  
�⃗̈� = �̈� 𝑟 و     0 = 2𝑒 1   , 𝛼 = 10(𝑒 2 + 𝑒 3) 

𝛼 × 𝑟 = −10(𝑒 2 + 𝑒 3) × 𝑡
2𝑒 1 = −10𝑡

2𝑒 3 + 10𝑡
2𝑒 2 



 

 79| آنالیز برداری   

�⃗⃗⃗� × (�⃗⃗⃗� × 𝑟 ) = 10𝑡(𝑒 2 + 𝑒 3) × (10𝑡
3)(𝑒 2 − 𝑒 3) = 100𝑡

4(−𝑒 1 − 𝑒 1) =

−200𝑡4𝑒 1  

 بنابراین: 

2�⃗⃗⃗� × �̇� 𝑟 = 20𝑡(𝑒 1 + 𝑒 3) × 2𝑡𝑒 1 = −40t2𝑒 3 + 40t2𝑒 2 
𝛼 = 2𝑒 1 − 10t

2𝑒 3 + 10t
2𝑒 2 − 200t

4𝑒 3 − 40t
2𝑒 3 + 40t

2𝑒 2 

 توان نوشت: ثانیه می t=1و برای 

𝛼 = (−198𝑒 1 + 50𝑒 2 − 50𝑒 3)
𝑚
𝑠𝑒𝑐2⁄  

 

1O یکه حول نقطه21OO ی( توسط میله32-3)مطابق شکل rrبه شعاع  Oمدور  یصفحه: 3مثال
با   

شود. مطلوب غلتانده می rکند بدون لغزش روی مسیری دوار به شکل دوران میای ثابت سرعت زاویه

POOOیای که زاویهروی محیط صفحه در لحظه  p  یاست تعیین بردار شتاب نقطه 221  د. باش   Ф  ابربر ,

 

 ای ثابت غزش به همراه میله با سرعت زاویهی مدور در حالت بدون لصفحه -32-3شکل
 

XYZO1دستگاه مختصات ثابت  حل:
 ی را در نقطه

1O  و دستگاه مختصات متحرک )واسط( را متصل به

خاب  الف( با انت  .گرددانتخاب می  ،منطبق باشد  21OOبر      yو به طریقی که محور  2Oبا مبدا 21OO  یمیله

ه فرم ب ای را  ای و شتاب زاویهتاب، سرعت زاویهتوان بردارهای سرعت، شمحورهای کمکی نامبرده شده می

 زیر نوشت: 

�⃗⃗⃗� = 𝜔�⃗� = 𝜔�⃗⃗�  , �⃗� = (𝑟1 − 𝑟2)𝑗  

�⃗� = �⃗⃗⃗� × �⃗� = 𝜔(𝑟1 − 𝑟2). �⃗� × 𝑗 = (𝑟1 − 𝑟2)𝜔𝑖  
�⃗̈� = �⃗⃗⃗� × �⃗̇� = 𝜔�⃗� × (𝑟1 − 𝑟2)𝑖 = (𝑟1 − 𝑟2)𝜔𝑗  
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شود  می  ملاحظه    ωو    Ф  یبرای یافتن رابطهشود،  نامیده می  Фدر دستگاه متحرک    yبا محور    p  یب( زاویه 

ای آن نسبت به دستگاه  اویهمجموع سرعت زن برابر است با  غلتا  یق صفحهای مطلبردار سرعت زاویه  �⃗⃗� 1که  

xyzO2متحرک 
 ای این دستگاه نسبت به دستگاه اصلی: و سرعت زاویه

�⃗⃗� 1 = 𝜔�⃗� = 𝜔�⃗⃗� − Ф̇�⃗� = (𝜔 − Ф)̇ �⃗�   
𝑟1)از طرفی سرعت مرکز صفحه برابر است با  − 𝑟2)𝜔 حور دوران غلطشی یالی از  به سمت راست و م

 بنابراین: ،کندکه در تماس با سطح حرکت میمدور است  ی صفحه

�⃗⃗� 1 =
𝑟1 − 𝑟2
𝑟2

= 𝜔�⃗⃗�  
𝑟1 − 𝑟2
𝑟2

𝜔 − Ф̇   →  Ф̇ =
𝑟1
𝑟2
𝜔 → Ф̈ =

𝑟1
𝑟2
ω̇ 

 از:نسبت به دستگاه متحرک عبارتند   p یبردارهای سرعت و شتاب نقطه

𝑣 𝑟 = 𝑣 𝑥𝑦ƶ = −Ф̇�⃗� × (𝑟2𝑆𝑖𝑛𝜙𝑖 + 𝑟2𝐶𝑜𝑠𝜙𝑗 ) =
𝑟1
𝑟2
𝜔𝑟2𝐶𝑜𝑠𝜙𝑖 −

𝑟1
𝑟2
𝜔𝑟2𝑆𝑖𝑛𝜙𝑗  

𝑣 𝑟 = 𝑟1𝜔𝐶𝑜𝑠𝜙𝑖 − 𝑟1𝜔𝑆𝑖𝑛𝜙𝑗  
 دست آورد.هتاب را ب توان از آن مشتق گرفته و شمی ، ای نیستبطه لحظهچون این را 

𝑎 𝑟 = 𝑎 𝑥𝑦ƶ = (
𝑑𝑣 𝑟
𝑑𝑡
)𝑥𝑦ƶ = 𝑟1𝜔�̇�𝐶𝑜𝑠�̇�𝑖 − 𝑟1𝜔�̇�𝑆𝑖𝑛�̇�𝑗  

𝑎 𝑟 =
𝑟1
2𝜔2

𝑟2
(−𝑆𝑖𝑛𝜙𝑖 − 𝐶𝑜𝑠𝜙𝑗 ) → 𝑟 = 𝑟2𝑆𝑖𝑛𝜙𝑖 + 𝑟2𝐶𝑜𝑠𝜙𝑗  

 :شودزیر نوشته میحرکت مطلق به فرم روابط  p ی ج( حال برای نقطه

𝑣 = 𝑣 𝑥𝑦ƶ = �⃗̇�
 + 𝑣 𝑟 + �⃗⃗� × 𝑟  

𝑣 = (𝑟1 − 𝑟2)𝜔𝑖 + 𝑟1𝜔(𝐶𝑜𝑠𝜙𝑗 − 𝑆𝑖𝑛𝜙𝑖 ) + 𝜔�⃗� × 𝑟2(𝑆𝑖𝑛𝜙𝑖 + 𝐶𝑜𝑠𝜙𝑗 ) 
𝑣 = 𝜔[(𝑟1 − 𝑟2) − 𝐶𝑜𝑠𝜙(𝑟1 + 𝑟2)]𝑖 − 𝜔(𝑟1 − 𝑟2)𝑆𝑖𝑛𝜙𝑗  

 مسائل برای حل 

مورد   ی تعبیه گردیده است. در لحظه  rدیسکی نشان داده شده که در آن شیاری به شعاع    33-3در شکل    -1

سک در جهت نشان داده شده حرکت  نسبت به دی1ای ثابت  در شیار نامبرده با سرعت زاویه p ینظر ذره 

مطلوب است   ،ف جهت مثلثاتی بچرخددر خلا2با سرعت  Oود خکند. اگر دیسک حول محور می

 . p ی تعیین بردار شتاب نقطه
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𝑏 ، 34-3 نشان داده شده در شکل ی اگر در مکانیزم و لحظه -2 = 300𝑚𝑚  , 𝑎 = 400𝑚𝑚   ،

𝜔𝐶𝐷برابر    CDای میله  سرعت زاویه = 2
𝑟𝑎𝑑

𝑠
𝛼𝐶𝐷ای آن  و شتاب زاویه   = 4

𝑟𝑎𝑑

𝑠2
لوب است  مط  ،باشند  

توان روی  لولا شده و می CD یبه میله C یدر این لحظه. لغزنده  ABای میله عیین سرعت و شتاب زاویهت

 لغزش نماید.  AB یمیله

متحرک قرار گرفته و حرکت آن نسبت به غلطش    یبین دو صفحه   35-3مطابق شکل    rای به شعاع  استوانه-3

𝑣1ت  به سمت راست با سرع  AC  یش است. حرکت صفحه بدون لغز
𝑚

s
𝑣2با سرعت    DEو صفحه    

𝑚

𝑠
به    

 ی استوانه او سرعت زاویه oسرعت مرکز  ی کند. مطلوب است محاسبهسمت چپ حرکت می

     

       2تمرین  مکانیزم مربوط به -34- 3شکل   داخل شیار  دیسک شیاردار جهت هدایت حرکت ذره در -33-3شکل 

 

 ی موازی متحرکصفحه لغزش استوانه بین دو  ت غلطش بدونحرک -35-3شکل

 

𝑣در امتداد میله با سرعت نسبی   p ی ، حلقه36-3مطابق شکل -4
𝑚

s
لغزد، به  نسبت به میله به سمت پائین می 

5ای با سرعت زاویه ،قرار دارد xy ی طور همزمان، میله که در صفحه
𝑟𝑎𝑑

𝑠
های  در خلاف جهت عقربه 

 دست آورید.هنشان داده شده، سرعت مطلق حلقه را ب ی . در لحظهکندساعت دوران می
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6 با سرعت 37-3شکل یگوه  -5
𝑚

s
کند و در همان حین  طح در جهت نشان داده شده حرکت میروی س 

2با سرعت  A یقطعه
𝑚

s
 𝑒⃗⃗ 2 و𝑒 1 ی فاده از بردارهای یکهاست لغزد، با روی سطح شیبدار به طرف پائین می 

 تعیین کنید.اند، سرعت مطلق قطعه که مطابق شکل به گوه چسبیده 

4ای باسرعت زاویه 38-3میز نشان داده شده مطابق شکل  -6
𝑟𝑎𝑑

𝑠
های ساعت و  در جهت مخالف عقربه  

6ای شتاب زاویه
𝑟𝑎𝑑

𝑠
مادی   ی نشان داده شده نقطه ید. در لحظه کنهای ساعت دوران میدر جهت عقربه 

p      8در امتداد شیار با سرعت یکنواخت
𝑚

s
  ی کند، شتاب مطلق نقطه نسبت به میز به سمت خارج حرکت می  

 دست آورید. همادی را ب 

      
 کحرکت گوه بر روی سطح شیبدار متحر -37-3شکل       لغزش حلقه بر روی میله به سمت پایین  -36-3شکل 

 
 متحرک یز شیاردار مبر روی  ی مادی نقطهحرکت  -37-3شکل 
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