
هاو تحلیل الگوریتم طراحی 

سعدون عزیزی: مدرس

s.azizi@uok.ac.ir

گروه مهندسی کامپیوتر

96-97سال دوم نیم 



تکنیکهایطراحیالگوریتمها

حلوتقسیم

پویابرنامه ریزی

حریصانهالگوریتمهای

عقبگردالگوریتمهای

حدوشاخهالگوریتمهای
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برنامهریزیپویا

بهراآنهاده،کرتقسیممستقلزیرمسئلههایبهرامسئلهحلوتقسیمالگوریتمهای
تادمیکننترکیبهمبارازیرمسئلهجوابسپسونمودهحلبازگشتیصورت
.آیددستبهکلیمسئلهجواب

(مشترکزیرمسئلههای)دارندهمپوشانیهمبازیرمسئلههاکهمسائلیدر،
منجراینهکمیکنندحلیکبارازبیشتررازیرمسئلههاحلوتقسیمالگوریتمهای

.میشودپایینبسیارکاراییبه

ذحیرهارآنجوابوحل،یکبارفقطرامسئلهزیرهرپویابرنامهریزیالگوریتمیک
.کندبازیابیفقطراآندوباره،محاسبهجایبهنیاز،صورتدرتامیکند

میرودکاربهبهینهسازیمسائلحلبرایمعمولاپویابرنامهریزی.
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(روشتقسیموحل)دنبالهفیبوناچی

𝑓 𝑛 = ൞

0 𝑖𝑓 𝑛 = 0
1 𝑖𝑓 𝑛 = 1

𝑓 𝑛 − 1 + 𝑓 𝑛 − 2 𝑖𝑓 𝑛 ≥ 2
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هپیچیدگیاینروشازمرتب
(چرا؟)نماییاست



(روشبرنامهریزیپویا)دنبالهفیبوناچی

5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610

Fibo(n) {

int A[0..n], i;

A[0]=0;

A[1]=1;

for (i=2; i<=n; i++)

A[i]=A[i-1]+A[i-2];

return A[n];

}

𝑂:پیچیدگیزمانیالگوریتم 𝑛

𝑂:پیچیدگیحافظه 𝑛

اآیامیتوانپیچیدگیحافظهر:سوال
کاهشداد؟



(روشتقسیموحل)شیءnشیءازkانتخاب

𝑛
𝑘

=

0 if 𝑛 < 𝑘
1 if 𝑘 = 0 or 𝑘 = 𝑛
𝑛 − 1
𝑘

+
𝑛 − 1
𝑘 − 1

otherwise
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(روشبرنامهریزیپویا)شیءnشیءازkانتخاب

7

𝐵 𝑖 [𝑗] = ൞

0 if 𝑗 < 𝑖
1 if 𝑗 = 0 or 𝑗 = 𝑖

𝐵 𝑖 − 1 [𝑗] + 𝐵[𝑖 − 1][𝑗 − 1] 0 < j < i

j

0 1 2 3 4

0 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0

2 1 2 1 0 0

3 1 3 3 1 0

i 4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5

6 1 6 15 20 15

7 1 7 21 35 35

8 1 8 28 56 70



(روشبرنامهریزیپویا)شیءnشیءازkانتخاب
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𝐵 𝑖 [𝑗] = ൞

0 if 𝑗 < 𝑖
1 if 𝑗 = 0 or 𝑗 = 𝑖

𝐵 𝑖 − 1 [𝑗] + 𝐵[𝑖 − 1][𝑗 − 1] 0 < j < i

Choose(k,n) {

int i,j,B[0..n][0..k];

for(i=0; i<=n; i++)

for(j=0; j<=min(i,k); j++)

if(j==0 || j==i)

B[i][j]=1;

else

B[i][j]=B[i-1][j]+B[i-1][j-1];

return B[n][k]; }

𝑂:پیچیدگیزمانیالگوریتم 𝑛𝑘

𝑂:پیچیدگیحافظه 𝑛𝑘

اآیامیتوانپیچیدگیحافظهر:سوال
کاهشداد؟



مسئلهبرشمیله

موسسهایمیلههایفولادیبهاندازهnراخریداریکردهومیخواهدآنهارابرش
.دهدوسپسقطعههایکوچکتررابفروشد

قیمتهرقطعهمعلوماست.

است(قابلچشمپوشی)هزینهبرشهاناچیز.

رابهاینموسسهمیخواهدبداندکهبرشهابهچهصورتیباشدتابیشترینسود
.دستآورد
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مسئلهبرشمیله

مثال:

10

iطول قطعه ی  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

𝑝𝑖قیمت  1 5 8 9 10 17 17 20 24 30



مسئلهبرشمیله

یکمیلهبهطول: سوالnرابهچندروشمختلفمیتوانبرشداد؟

2: پاسخ𝑛−1چرا؟

زیرساختاربهینهمسئلهبرشمیلهدارای(optimal substructure)است:
.ودجوابهایبهینهبهیکمسئلهازجوابهایبهینهزیرمسئلههاتشکیلمیش
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تعریف

مسئله،نآبرایبهینهحلاگرمیکندصدقمسئلهیکدربهینگیاصلمیشودگفته
.باشدآنزیرمسئلههایهمهیبرایبهینهحلشاملهمواره



مسئلهبرشمیله

ارائهرابطهبازگشتیبرایمسئله:

𝑟𝑛 = max
1≤𝑖≤𝑛

(𝑝𝑖 + 𝑟𝑛−𝑖)

𝑝𝑖:قیمتقطعهبهطولi

𝑟𝑛:بیشترینسودحاصلازبرشمیله
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مسئلهبرشمیله

تحلیلزماناجرایالگوریتمCUT-ROD

باحلرابطهبازگشتیبالا،داریم:

چراالگوریتمCUT-RODاینقدرناکارامداست؟
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𝑇 𝑛 = 1 +

𝑗=0

𝑛−1

𝑇(𝑗)

𝑇 𝑛 = 2𝑛



مسئلهبرشمیله

درختبازگشتیحاصلازفراخوانیCUR-ROD(p,n)برایn=4
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مسئلهبرشمیله

استفاده از برنامه ریزی پویا

رویکردبالابهپایینبابهخاطرسپاری(top-down with memoization)

لاحاصطوریراآنولیمینویسیم،بازگشتیصورتبهرارویهمعمولیروشمانندروش،ایندر
چکتداابزیرمسئلهایهرحلازقبلبنابراین،.کندذخیرهرازیرمسئلههرنتیجهکهمیکنیم
شدهیرهذخمقداربود،شدهحلقبلااگر.نهیااستکردهحلقبلارازیرمسئلهاینآیاکهمیکند

.میگرداندبازرا

رویکردپایینبهبالا(bottom-up method)

سسپ.مینماییمذخیرهراآنهاجوابومیکنیمحلرازیرمسئلههاکوچکترینابتداروش،ایندر
.کنیمبازیابیراآنهاجوابکهاستکافیباشدنیاززیرمسئلههااینجواببههرجا

درهردوحالت،هرزیرمسئلهرافقطیکبارحلمیکنیم.
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مسئلهبرشمیله

رویکردبالابهپایینبابهخاطرسپاری
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مسئلهبرشمیله

رویکردپایینبهبالا
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مسئلهبرشمیله

زماناجرایالگوریتمMEMOIZED-CUT-ROD

𝜃(𝑛2)

زماناجرایالگوریتمBOTTOM-UP-CUT-ROD

𝜃(𝑛2)
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مسئلهبرشمیله

بازسازییکجواب

برایn=10چاپمیشود10فقطعدد

برایn=7چاپمیشوند6و1اعداد
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مسئلهضربزنجیرهیماتریسها

از(دنباله)زنجیرهیککهکنیدفرضnراآنهاکهبخواهیموباشیمداشتهماتریس
یعنیکنیم؛ضربیکدیگردر

𝐴 = 𝐴1 × 𝐴2 ×⋯× 𝐴𝑛

.استستون𝑝𝑖وسطر𝑝𝑖−1دارای𝐴𝑖ماتریسکهجایی

ضربکهاستاینمسئلههدف𝐴1 × 𝐴2 ×⋯× 𝐴𝑛کنیدپرانتزگذاریطوریرا
.شودکمینهاسکالرضربهایتعدادکه

است؟چقدرممکنپرانتزگذاریهایتعداد:سوال

کاتالانعدد:پاسخ𝐶𝑛 =
1

𝑛+1

2𝑛
𝑛

بینضربهایتعدادnازمنظوراینجادر:توجه

.استماتریسها

20

6543210𝑛

12842145211𝐶𝑛



مسئلهضربزنجیرهیماتریسها

زنجیرهی:مثال𝐴 = 𝐴1 × 𝐴2 × 𝐴3 × 𝐴4آندرکهبگیریدنظردررا𝑝0
= 10،𝑝1 = 20،𝑝2 = 50،𝑝3 = 𝑝4و1 = .است100

21

تعداد ضرب های اسکالرنوع پرانتز گذاری
((𝐴1× 𝐴2) × 𝐴11500

(𝐴1× (𝐴2 × 𝐴32200

(𝐴1× 𝐴2) × (𝐴15000

𝐴1 × ((𝐴2 × 𝐴23000

𝐴1 × (𝐴2 × 𝐴125000



مسئلهضربزنجیرهیماتریسها

پویابرنامهریزیروشبهمسئلهحلبرایبازگشتیرابطهارائه:

ضربحاصلمحاسبهبراینیازمورداسکالرضربهایتعدادکمینهm[i,j]کهجایی
𝐴𝑖ماتریسهای × 𝐴𝑖+1 ×⋯× 𝐴𝑗است.
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مسئلهضربزنجیرهیماتریسها

s[i,j]:برایذخیره
بهینهkکردنمقدار

پیداشده

پیچیدگیزماناجرا:
𝑂(𝑛3)

پیچیدگیحافظه:
𝑂(𝑛2)
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مسئلهضربزنجیرهیماتریسها

بهینهجوابیکساختن
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مسئلهضربزنجیرهیماتریسها

مثال:
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درختهایجستجویدودوییبهینه

دودوییجستجویدرخت(Binary Search Tree)مقدارآندرکهاستدرختی
.استکمترراستسمتگرهازوبیشترخودچپسمتگرهازگرههر

هرمیانوندیپیمایشBSTمیدهدمابهشدهایمرتبلیست.

بااستبرابردودوییجستجویدرختهرعمق:log(𝑛) ≤ 𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ(𝐵𝑆𝑇) ≤ 𝑛
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درختهایجستجویدودوییبهینه

دنبالهیککهکنیدفرضK = (𝑘1,𝑘2, … ,𝑘𝑛)ازnمرتبصورتبهمجزاکلید
𝑘1کهطوریبه)شده < 𝑘2 < ⋯ < 𝑘𝑛)استشدهدادهمابه.

کلیدهربرای𝑘𝑖احتمالیک𝑝𝑖برایجستجواحتمالکهداریم𝑘𝑖نشانرا
.میدهد

درکهشودانجاممقادیریبرایجستجوهابعضیاستممکنKنباشند؛موجود
کههستندمقادیرینشاندهندهکهداریمd0,d1,d2,…,dnزائدکلیدn+1بنابراین

.ندارندوجودKدر

زائدکلید𝑑0ازکوچکترمقادیرتمامنشاندهنده𝑘1،زائدکلید𝑑𝑛نشاندهنده
تمامنشاندهنده𝑑𝑖زائدکلید،i=1,2,…,n-1برایو𝑘𝑛ازبزرگترمقادیرتمام

.است𝑘𝑖+1و𝑘𝑖بینمقادیر

زائدکلیدهربرای𝑑𝑖احتمالیکنیز𝑞𝑖داریمجستجوبرای.
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درختهایجستجویدودوییبهینه

کلیدهر𝑘𝑖زائدکلیدهروداخلیگرهیک𝑑𝑖استبرگیک.

استموفقیاجستجوهر(کلیدیافتن𝑘𝑖)ناموفقیاو(زائدکلیدیکیافتن𝑑𝑖)،
σ𝑖=1:داریمبنابراین

𝑛 𝑝𝑖 +σ𝑖=0
𝑛 𝑞𝑖 = 1

درختدرجستجویکهزینهریاضیامیدTبااستبرابر:

نههزیریاضیامیدیعنی.استبهینهدودوییجستجویدرختیکساختنهدف
.باشدکمینهآندرجستجو
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درختهایجستجویدودوییبهینه

مثال:

2/75بااستبرابرراستسمتدرختهزینه،2/80بااستبرابرچپسمتدرختهزینه
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درختهایجستجویدودوییبهینه

کنیم؟پیدارابهینهدودوییجستجویدرختچگونه

بادودوییجستجویدرختهایکلتعدادnکاتالانعددبااستبرابرگره𝐶𝑛

=
1

𝑛+1

2𝑛
𝑛

یعنیΩ ൗ4𝑛

𝑛
3
2

پویابرنامهریزیازاستفادهبهتر؟روش
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درختهایجستجویدودوییبهینه
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درختهایجستجویدودوییبهینه

میکنیمتعریفe[i,j]یجستجودرختدرجستجوهزینهریاضیامیدبااستبرابر
𝑘𝑖کلیدهایحاویبهینهدودویی , … ,𝑘𝑗.

اگرj=i-1زائدکلیدفقطصورتایندر،باشدdi-1هزینهریاضیامیدکهداریمرا
𝑒آنجستجوی 𝑖,𝑖 − 1 = 𝑞𝑖−1است.

وقتی𝑗 ≥ 𝑖،ریشهیکبایدباشد𝑘𝑟کلیدهایمیاناز𝑘𝑖 , … ,𝑘𝑗وکنیمانتخاب
𝑘𝑖کلیدهایبابهینهدودوییجستجویدرختیکسپس , … ,𝑘𝑟−1عنوانبه

کلیدهایبابهینهدودوییجستجویدرختیکوچپسمتزیردرخت
𝑘𝑟+1, … ,𝑘𝑗بسازیمراستسمتدرختزیرعنوانبه.

w(i,j)میکنیمتعریفزیرصورتبهرا:

𝑤(𝑖, 𝑗) =

𝑙=𝑖

𝑗

𝑝𝑙 + 

𝑙=𝑖−1

𝑗

𝑞𝑙
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درختهایجستجویدودوییبهینه

اگر𝑘𝑟کلیدهایحاویبهینهدودوییجستجویدرختریشه𝑘𝑖 , … ,𝑘𝑗،باشد
داریم

کهاینبهتوجهبا

e[i,j]میکنیمبازنویسیزیرصورتبهرا

نهاییبازگشتیرابطه:
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درختهایجستجویدودوییبهینه

34

root[i,j]:برای
ذخیرهکردنمقدار

rبهینهپیداشده

پیچیدگیزماناجرا:
𝑂(𝑛3)

پیچیدگیحافظه:
𝑂(𝑛2)



درختهایجستجویدودوییبهینه

مثال:
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طولانیترینزیردنبالهمشترک

مثال:Z=(B,C,D,B)اززیردنبالهیکX=(A,B,C,B,D,A,B)اندیسهایبا
.است(2,3,5,7)مربوطه

36

تعریف

Xدنبالهداشتنبا = (𝑥1,𝑥2, … ,𝑥𝑚)،دنبالهZ = (𝑧1,𝑧2, … ,𝑧𝑘)زیردنبالهیک
,𝑖1,𝑖2)اکیدصعودیدنبالهیکاگراستXاز … ,𝑖𝑘)اندیسهایازXباشدموجود
𝑥𝑖𝑗باشیمداشته،j=1,2,…,kتمامبرایکهطوریبه = 𝑧𝑖.



طولانیترینزیردنبالهمشترک

مثال:Z=(B,C,A)برایمشترکزیردنبالهیکX=(A,B,C,B,D,A,B)و
Y=(B,D,C,A,B,A)است.

37

تعریف

استاگرYوXیکزیردنبالهمشترکZ،میگوییمدنبالهYوXدودنبالهباداشتن
ZهمزیردنبالهایازXوهمزیردنبالهایازYباشد.



طولانیترینزیردنبالهمشترک

اگر:مثال𝑋 = (𝐴,𝐵,𝐶,𝐵,𝐷,𝐴,𝐵)،آنگاهباشدX4 = (A,B,C,B)است.

38

تعریف

Xدنبالهداشتنبا = (𝑥1,𝑥2, … ,𝑥𝑚)،iپیشوندامینXبرایراi=0,1,…,mبه
X𝑖صورت = (𝑥1,𝑥2, … ,𝑥𝑖)میکنیمتعریف.



طولانیترینزیردنبالهمشترک

دنبالهدومامشترک،زیردنبالهبلندترینمسئلهدرX = (𝑥1,𝑥2, … ,𝑥𝑚)وY
= 𝑦1,𝑦2, … ,𝑦𝑛مشترکزیردنبالهطولانیترینمیخواهیموداریمراXوY

.کنیمپیدارا

برایمشترکزیردنبالهطولانیترین:مثالX=(A,B,C,B,D,A,B)و
Y=(B,D,C,A,B,A)بااستبرابر:

Z=(B,C,B,A)

هایزیردنبالهتمامکهاستاینمسئلهاینحلبرایبدیهیوسادهرویکردیکX

یاهستندهمYزیردنبالهآنهاازکدامهرآیاکهکنیمبررسیسپسوبسازیمرا
.کنیمذخیرهراشدهپیدامشترکزیردنبالهبلندترینوخیر

استنماییمرتبهازروشاینپیچیدگی!
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طولانیترینزیردنبالهمشترک

کنیدفرض:قضیهX = (𝑥1,𝑥2, … ,𝑥𝑚)وY = (𝑦1,𝑦2, … ,𝑦𝑛)دنبالهدو
Zوباشند = (𝑧1,𝑧2, … ,𝑧𝑘)ازمشترکزیردنبالهبلندترینیکXوYباشد.

𝑥𝑚اگر1. = 𝑦𝑛،آنگاه𝑧𝑘 = 𝑥𝑚 = 𝑦𝑛وZ𝑘−1مشترکزیردنبالهیک𝑋𝑚−1

.است𝑌𝑛−1و

𝑥𝑚اگر2. ≠ 𝑦𝑛،آنگاه𝑧𝑘 ≠ 𝑥𝑚کهمیدهدنتیجهZازمشترکزیردنبالهیک
𝑋𝑚−1وYاست.

𝑥𝑚اگر3. ≠ 𝑦𝑛،آنگاه𝑧𝑘 ≠ 𝑦𝑛کهمیدهدنتیجهZازمشترکزیردنبالهیکX
.است𝑌𝑛−1و

خلفبرهاناساسبراثبات.

40



طولانیترینزیردنبالهمشترک

کنیدفرضc[i,j]دنبالههایمشترکزیردنبالهبلندترینطول𝑋𝑖و𝑌𝑗باشد.

ساخترامسئلهجوابمیتوانزیرماتریسکمکبه.
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طولانیترینزیردنبالهمشترک

الگوریتماجرایزمان:
𝜃(𝑚𝑛)
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طولانیترینزیردنبالهمشترک

دنبالهدومشترکزیردنبالهبلندترینکردنپیدا:مثالX=(A,B,C,B,D,A,B)و
Y=(B,D,C,A,B,A)
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