
 

 

 
 

 

 
 

 
Galileo wanted to know when the cantilever beam would break. He asked: 

What weight, hung from the end of the beam at C, would cause failure? 

You might wonder about Gali-leo’s state of mind when he posed the 

question. From the looks of the wall it is the latter whose failure he should 

be concerned with, not the beam. No. You are reading the figure 

incorrectly; you need to put on another special pair of eyeglasses that 

filter out the shrubbery and the decaying wall and allow you to see only a 

cantilever beam, rigidly attached to a rigid support at the end AB. These 

glasses will also be necessary in what follows, so keep them on. Galileo 

had, earlier in his book, discussed the failure of what we would call a bar 

in uniaxial tension. 
 



                                                                        و مرکز ثقل هاي گستردهبار                                                                   چهارم فصل

 314 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



                                                                        و مرکز ثقل هاي گستردهبار                                                                   چهارم فصل

 315 

 :نيرو هاي گسترده -4-1

بر خط اثرشان متمركز در نظر گرفته شد و در راستاي به صورت هاي گذشته نيرو در فصل

در عمل يك نيرو به  .واقعيت عيني و خارجي ندارند  هاكه اين نيرو كنند،اثر مي يك نقطه

جاي تاثير بر يك نقطه به صورت متمركز بر يك سطح مشخص وارد مي شود. اگر بارگذاري 

 نيرو گسترده خوانده مي شود. ،د جسم بزرگ باشدامقايسه با ابع در

 مرکز ثقل: -4-2

باشدد كده از فدرم زمدين بده آرات رن وارد     يم يمواز يمركز ثقل يك جسم، مركز نيروها

براي به موقعيت سيستم ندارد.  يريند. محل اين نقطه نسبت به آرات يك سيستم بستگ يم

  .مي توان استفاده نمود( 1-4)از روابط يافتن مركز ثقل، 

(1-4   ) 
W

zdW
z


   ،
W

ydW
y


 ،
W

xdW
x


   ، dWW  ،mgW  

است. گشتاور ورق نشان داده شده  يبرا G( مركز ثقل در نقطه1-4نمونه در شکل ) يبرا

-تمام المان يهامجموع گشتاور يمساو يمختصات بايست ي، حول محورهاWوزن كل ورق

ها، مجموع به مختصات باشد كه با زياد شدن تعداد المان يورق نسبت به محورها يها

 شود. يانتگرال تبديل م

يها)تذكر: مختصات مركز ثقل در مراجع مختلف به صورت zyx و  ,, CCC zyx ,, 

 رمده است.(

 

 1-4ل شک                             

(2-4                                                )  dWxWxWxM y ... 

 (3-4)                                 dWyWyWyM x ... 
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كه اندازه جسم در مقايسه با انددازه زمدين كو دك اسدت،  ي، زمانيمهندس يعمل يدر كارها

 يدهند، از مركز زمين فاصدله يکسدان يا تشکيل مكه جسم ر يتوان فرض كرد همه آرات يم

حال اگر وزن جسم بدر قرار دارند.  ييکسان gيتحت اثر شتاب گرانش يدارند. در نتيجه همگ

از  يبده سدادگمركز جدرم يدك جسدم شود، پس  يشتاب جاآبه تقيسم گردد، جرم حاصل م

 روابط زير حاصل مي شود.

(4-4            )        
m

zdm
z


      ،
m

ydm
y


 ، 
m

xdm
x


    ،  dmm 

 :مرکز هندسي -4-3

در صورتي كه جسم همگدن باشدد )يعندي وزن مخصدو  رن در تمدام حجدم ثابدت باشدد.( 

مختصات مركز ثقل تبديل به مركز هندسي مي شود، يعندي اينکده در جسدم همگدن مركدز 

 سي منطبق بر مركز ثقل است.هند

  مرکز هندسي خط: -4-3-1

مركز خط عبارتسدت  ، و  گالي Aسطح مقطع ،Lبراي يك ميله يا سيم باريك به فول

 (2-4)شکل از:

(5-4)                         
L

zdL
z


  ،  
L

ydL
y


  ، 
L

xdL
x


   ،  dLL 

 .شود يزير نوشته م يهااز صورت يبه يکdLدر حالت دو بعدي 

(6-4)       dy
dy

dx
dL

2

1 







  ،  dx

dx

dy
dL

2

1 







  ،


d

d

dr
dL

2

1 







 

 

 2-4شکل 
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 مرکز هندسي سطح: -4-3-2

باشدد،  Aو مسداحت رويده tيکسدانشامل يك صفحه نازک همگن، با ضخامت  ياگر جسم

tAmرنگاه     وtdAdm  با تقسيم معادلات مركز جرم برt ركز هندسي سطح م

 (3-4)شکل  از فرمول هاي زير به دست مي ريد.

(7-4 )             
A

zdA
z


       ،
A

ydA
y


      ،
A

xdA
x


    ،     dAA 

    از مركدز سدطح رن عبدور  حتمداً اگر سطحي داراي يك محور تقارن باشدد، رن محدور تقدارن

كدز سدطح اسدت. اگدر كند. اگر سطح داراي دو محور تقارن باشد، محدل برخدورد رنهدا مرمي

 نيز است. رن سطحي داراي مركز تقارن باشد، مركز هندسي

ليکن در سطوح غيدر همگدن  ،در سطوح همگن مركز هندسي بر مركز ثقل منطبق مي باشد

، بلکده بده توزيدع وزن مخصدو  در  روي رن نيدز ل مركز ثقل نه تنها به هندسده سدطحمح

 بستگي خواهد داشت.

انتگرال xdA  را گشتاور سطحA نسدبت بده محدورy مدي نامندد و رن را بداyQ  نشدان    

به همين ترتيب انتگرال  ،مي دهند ydA  مشخص كننده گشتاور اولA  نسبت به محدور

x  است و رن را باxQ .نشان مي دهند 

(8-4)                                          AyydAQAxxdAQ xy . 

 

 
 3-4شکل 

 مرکز هندسي حجم: -4-3-3

Vm)جرم در واحد حجم( جسم ثابت باشد، رنگاه ياگر  گال  وdVdm   و با

 شود. ي( حاصل م9-4حجم به صورت ) يمركز هندس يتقسيم معادلات مركز جرم بر  گال

 (4-4)شکل 
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(9-4    )          
V

zdV
z


     ،
V

ydV
y


       ،
V

xdV
x


       ، dVV 

 
 4-4شکل 

 :مرکز هندسي به روش انتگرال گيري تعيين -4-4

 تعيدين هدر يدك از  شدود،انتخداب  ,dxdyبا مربع كو دك بده اضد ع  dAاگر جزء سطح

فاده از كندد و در صدورت اسدترا ايجداب مدي ,yxگانه بر حسبگيري دوها، انتگرالانتگرال 

 گدردد،انتخداب  ,rddrدر مربع كو کي به اضد ع  dAكهدر صورتي مختصات قطبي يا

 گانه مورد نياز است. گيري دوانتگرال

رال سداده در بيشتر موارد مختصات مركز هندسي هر سطح را مي توان با تشدکيل يدك انتگد

به شکل مستطيل يا نواري باريك يدا قطداعي ندازک يدا  dAانتخاب تعيين كرد. اين عمل با 

 ( را در نظر بگيريد.5-4شکل ) جزئي از شکل انجام مي شود.

 
 ج                                             ب                                         الف

 5-4شکل 
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سطح و در نظر گرفتن  يهندس و نوشتن معادلات مركزوب الف  -5-4با مراجعه به شکل 

 شود. يزير نتيجه م يهاهرابط يو افقسطح به صورت يك نوار قائم  يهاالمان

(10-4)                                                               ydxxdAxAx el  

 (11-4)                                                            ydx
y

dAyAy el
2

 

(12-4                                              )    


 dxxa
xa

dAxAx el
2

  

 (13-4                                                     )     dxxaydAyAy el 

       يج و در نظرگرفتن المان سطح در دستگاه مختصات قطب -5 -4با مراجعه به شکل 

 توان نوشت: يم

(14-4)                                           







  drCos

r
dAxAx el

2

2

1

3

2
  

 (15-4                                         )  







  drSin

r
dAyAy el

2

2

1

3

2
 

 اجسام مرکب: -4-5

تركيبي از دو يا  ند حجم با هندسه ساده است. با معلوم بودن مراكز هندسدي احجام مركب 

بندابراين  .ه مي توان مركز هندسي حجم مركدب را محاسدبه نمدوداحجام ساده تشکيل دهند

 عبارتست از: يمركز ثقل حجم

 

 (16-4          )








i

i

nnn

W

Wx
x

WxWxWxWWWx ...........).........( 221121

 

 

 (17-4       ) 








i

i

nnn

W

Wy
x

WyWyWyWWWy ...........).........( 221121
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 (18-4         )    








i

i

nnn

W

Wz
x

WzWzWzWWWz ...........).........( 221121

 

براي اجسام مركدب  ت ظاهر مي شود.خالي با ع مت منفي در محاسباهاي توسطوح يا حجم

 روابط سطح و خط را نيز مي توان نوشت.

 (19-4                                                    )




i

ii

A

Ax
x  ، 





i

ii

A

Ay
y      

 (20-4                                                    )




i

ii

L

Lx
x       ، 





i

ii

L

Ly
y 

 وس گلدنيوس:يقضاياي پاپ -4-6

 به كمك اين روش مي توان به راحتي سطح جانبي و حجم يك حجم دوار را محاسبه نمدود.

دوار حجمي است كه از دوران يك خط يا خم حول محوري كه بدا رن متقدافع نيسدت حجم

ط و خدم هدا و سدطوح ريد. از اين قضايا مي توان براي تعيين مركز هندسي خطدوبوجود مي

 استفاده نمود.

  قضيه اول: -4-6-1

، حول يك محور ثابت و غير متقدافع بدا رن مسداوي Lبه فول يسطح جانبي از دوران خم

   ، فدي ي به مركدز هندسدي خدم در حدين دورانادر محيط دايره Lاست با حاصلضرب فول

LyA( 7-4و  6-4 يهدا)شدکل را مولد سطح دوار مي گويندد.اين خم  .مي كند 2،  در

بر حسب راديان باشد، سطح جدانبي  صورتي كه دوران حول محور كامل نبوده و به اندازه 

LyAاز رابطه    .بدست مي ريد 

 
 6-4شکل 
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 7-4شکل 

 قضيه دوم: -4-6-2

، يك محور ثابت و غير متقدافع بدا رن، حول Aيك سطح به مساحتحجم حاصل از دوران 

مركز هندسدي سدطح در حدين در محيط دايره اي كه  Aمساوي است با حاصلضرب سطح 

                                                                 ايددددن سددددطح را مولددددد حجددددم دوار مددددي گوينددددد. .، فددددي مددددي كنددددددوران

AyV 2 در صورتي كه دوران حول محور كامل نبوده و به انددازه(رب )حسدب راديدان

AyVباشد، حجم حاصل از رابطه   .(9-4و  8-4 يها)شکل به دست مي ريد 

 
 8-4شکل 

 

 
 9-4شکل 
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 :تير ها -4-7

تيرها اعضاي منشوري هستند كه ع وه بر نيروي محوري و برشي در مقابل خمد  ناشدي از 

 بار هاي اعمال شده نيز مقاومت مي كنند.

 انواع تير ها: -4-7-1

گاه  رنها را مي توان تنها با روش هداي اسدتاتيکي محاسدبه تيرهايي كه واكن  خارجي تکيه

 .به تير هاي معين استاتيکي موسومند ،كرد

هاي رن بي  از تعداد مورد نياز براي تدامين تعدادل اسدت را ندامعين گاهتيري كه تعداد تکيه

استاتيکي مي نامند و لازم است خدوا  بدار، تيييدر شدکل تيدر را عد وه بدر معادلده تعدادل 

از تيرهدا از دو بخد   يبعضد. گرفدتدر نظر نيز گاه اتيکي براي تعيين واكن  هاي تکيهاست

اند. در اين حالت جهت تحليل تير، در توسط مفصل يا پين به هم متصل شدهتشکيل شده و 

      مخدالف هدم در دو فدرم بدرش جدايگزين  يعمدود يقسمت مفصل پس از بدرش، دو نيدرو

 (10-4 شود. )شکل يم

 
 10-4شکل 

 

 نيرو هاي داخلي در تير ها: -4-7-2

ش، خمد  و پدي   مقاومدت ها ع وه بر تحمل كش  و فشار مي توانندد در مقابدل بدرتير

را گشدتاور پي شدي  Tرا گشتاور خمشي و كوپل Mرا نيروي برش، كوپل Vكنند. نيروي

مي نامند، اين رثار نمايشگر مولفه هاي برداري برريند نيرو هاي وارد بدر مقطدع عرضدي تيدر 

 .گرفته مي شودين نيرو ها قرارداد زير در نظر براي تعي هستند.

نيروي برشدي وقتدي مثبدت اسدت كده در  نيروي محوري وقتي مثبت است كه كششي باشد.

 قطعه سمت  پ جهت رن به سمت پايين باشد.
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گشتاور خمشي وقتي مثبت است كه در تار تحتاني تير ايجاد كش  نمايد. در واقدع گشدتاور 

كاسه اي و گشتاور خمشي منفي تير را به صورت گنبددي در  خمشي مثبت تير را به صورت

 (13-4 يال 11-4)شکل  مي رورند.

 
 11-4شکل 

         
 مثبت( ي)گشتاور خمش يخارج ي)برش مثبت(         اثر نيروها يخارج ياثر نيروها

 13-4شکل                                          12-4شکل  

 ، برش و گشتاور:بارگذاريروابط عمومي  -4-8-3

معدادلات تعدادل )تعدادل متمركز( دارند. يك روش نوشتن در تيرهايي كه نيرو هاي گسسته)

( مقطدع، تعادل گشتاور هاي خمشدي نسدبت بده نيروي برشي و بار، تعادل نيرو هاي محوري

VMمعادلات ،با داشتن معادله بار خارجين با توجه به روابط زير مي توان است. بنابراي را  ,

تير نشدان داده شدده  يو گشتاور خمش يبرش يجهت يافتن رابطه بين شدت بار، نيرو يافت.

 شود. ي( در نظر گرفته م13-4از رن در شکل ) ي( و برش مقطع12-4در شکل )

     
 13-4شکل                                                     12-4شکل 
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Cبا گرفتن گشتاور حول نقطه (13-4)ه مقطع نشان داده شده در شکل با توجه ب   رابطه

 شود. يزير نتيجه م

(21-4 )
 

dx

dM

x

M
V

x

M
V

x
xxwxVMMMM

x

C





















0
lim,

0
2

0

 

در عبارت بالا، 
2

x
x


 توان از رن صرم نظر كرد.  يبسيار كو ك بوده و م 

(22-4     )

dx

dV

x

V
w

x

V
wVxwVVF

x

y
















0
lim

00

 

معادله زير بيانگر اين مطلب است كه شيب نمودار برشي بايد در همده جدا برابدر منفدي  الف:

 مقدار بار اعمالي باشد.

(32-4)                                                 




x

x

v

v
dxxwdV

dx

dV
xw

0

0

 

(Xتا0X)منفي سطح زير بار از(                                          42-4) 0VV  

معادله زير بيانگر اين مطلب است كه شيب نمودار گشتاور در هر كجا برابر نيروي برشدي  :ب

 است.

(52-4                                        )         




x

x

M

M
dxxVdV

dx

dM
xV

0

0

 

 (Xتا 0Xنمودار برشي از)منفي زير (                                 62-4) 0MM 

        معادله فوق بدراي دو فدرم بدار متمركدز معتبدر بدوده و در محدل گشدتاور متمركدز معتبدر 

 ، ناپيوستگي به وجود رمده است.يرا به علت تييير ناگهاني گشتاورز ،باشدنمي

0بوده و xاز صفر مي گذرد و تابعي پيوسته از Vوقتي
dx

dV
 Mگشتاور خمشدي ،است 

به فور ناپيوسته از محور صفر عبور مي كند كه براي تيرها تحت بار هداي  Vوقتي است كه

 ي افتد.متمركز اتفاق م

بدر  Mهم نين درجده گشدتاور .است wيکي بي  تر از درجه بار  Vدرجه برشي :تذکر

 wدو درجده بدي  تدر از  xبر حسب  Mاست. در نتيجه Vبي  از درجه يك xحسب
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است







 w

dx

Md
2

2

را با دو  Mباشد، مي توان گشتاور  xتابع معلومي از  wپس اگر  .

تمركز با نيروي برشي متمركز در روي تير بده يك گشتاور م بار انتگرال گيري به دست رورد.

، يك تييير عمودي در جهدت اعمدال شددن گشتاور خمشي و نيروي برشيترتيب در نمودار 

 گشتاور با نيرو ايجاد مي كند.

 معادل بار گسترده: يهاسيستم -4-9

 O( توسط توسط بار و كوپدل برريندد در41-4معادل بار گسترده مطابق شکل ) يهاسيستم

  شده است. يجايگذار

(72-4                                        )    
2

1

2

1

x

x

x

x
y dxxwdFFF 

(82-4                              )    
2

1

2

1

x

x

x

x
O dxxxwxdFCMCW 

منفرد معدادلات زيدر  يبار گسترده به وسيله يك نيرو يجايگذار و (15-4با توجه به شکل )

  .شود يحاصل م

 ي(   سطح زير منحن92-4)     xwdxxwdFFF
x

x

x

x
y  

2

1

2

1

    

      
2

1

2

1

2

1

1 x

x

x

x

x

x
O dxxxw

F
ddxxxwxdFFdMCW 

(4-30) 

 
 14-4شکل 
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 15-4شکل 

 

 
 16-4شکل 

 

( مشابه رابطه مورد استفاده در تعيدين مركدز 30-4رابطه ) ييعن dيكه معادله برااز رنجايي

 يسطح منحن xw باشد، بنابراين يمFندامبرده بگدذرد.  ياز مركدز سدطح منحند يبايست

 :باشد. ياز بار گسترده به صورت زير م يبرريند ناش يمحل عبور نيرو ( پس16-4)شکل 

 (31-4)                                                               





2

1

2

1

2

1

x

x

x

x

x

x

wdx

wxdx

F

xdF
d 

مقددار بدار متمركدز حاصدل برابدر  يو مسدتطيل يگسترده مثلثد يلازم به آكر است در بارها

ث و وسدط لدمساحت زير بار گسترده بوده و نقطه اثر رن به ترتيب در يك سدوم از قاعدده مث

و  يتدوان بده دو بدار گسدترده مثلثد يرا نيدز مد ياباشد. بدار گسدترده آوزنقده يمستطيل م

 متمركز هر كدام از رنها را جايگزين نمود.  يبارهاتقسيم نموده و  يمستطيل
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 توابع استثنايي در تيرها -4-10

توابع استثنايي به عنوان شيوه اي جديد جهت ارائه نيروهاي برشي و گشتاورهاي خمشي 

مناسب هستند. اگر بارگذاري به فور پيوسته روي فول تييير كند. اگر نيروها يا گشتاور 

اشند، يك جفت معادله گشتاور خمشي و نيروي برشي بايستي براي هر هاي متمركز حاضر ب

 شود يناحيه بين نيرو هاي متمركز يا گشتاور نوشته شود. تابع استثنايي به فرم زير نوشته م

 (32-4                                                       ) 0,)(  naxxf
n

n 

 (33-4                 )                                       
 






axax

ax
ax n

n





,

,0
 

axاين توابع در هر جايي جز در    محدود هستند. مطابق شکل براي كوپل وارد شده در

axهاي ساعت درجهت عقربه  به فرم
2

 axالا اعمال و نيروي متمركز به سمت ب

axشده در   نيز برابر
1

 axشده، خطي و سهمي مي باشد. براي بار گسترده اعمال

axشکل در    نيز به ترتيب به صورت
0

ax و
1

 axو
2

 ax  .مي باشد

 توابع محدود هستند به صورتي كه: اين

 (34-4                                                             )
12 




 axdxax

x

 

 (35-4                                                            ) 
01

axdxax
x

 


 

تابع
1

 ax ، هاي فيزيك به عنوان باشد. در كتابواحد يا تابع ضربه واحد ميبار متمركز

تابع  شناخته شده است.نيز تابع دلتاي ديراک 
2

 ax  گشتاور متمركز واحد يا تابع

 ( رمده است.1-4توابع استثنايي در جدول ) يشکل نوع بارگذار واحد نام دارد. تدابل

 يرها:گاهها در تانواع تکيه -4-11

 يدر مرحلده اول بايسدت يو گشتاور خمش يبرش ينيرو يجهت تحليل تير و ترسيم نمودارها

 يگاهها در تيرها ضرورگاهها محاسبه شوند، بنابراين شناخت انواع تکيهتکيه يهاالعملعکس

 يمعدين و ندامعين از لحداس اسدتاتيک يگاهها را در تيرهدا( انواع اين تکيه2-4است. جدول )

 دهد.  ينشان م
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 1-4جدول 

 ينوع بارگذار تابع استثنايي  يشکل نوع بارگذار

 

 
2

0


 axMxw

 

 

 گشتاور متمركز

 )تابع دابلت(

 

  1

0


 axFxw

 

 متمركز ينيرو

 ي)تابع ضربه يا دلتا

 ديراک(

 

 
0

0 axwxw   بار گسترده

 يکنواخت

 (يا)تابع پله

 

  1
ax

dx

dw
xw 

 

 

 يبار گسترده خط

 

  2

2
ax

C
xw  

 يبار گسترده سهم

 

 مستقيم: يرسم نمودار نيروي برشي و گشتاور خمشي در تيرها -4-11

 :يبرش ينمودار نيرو -4-11-1

 در ابتدا لازم است كليه واكن  ها تکيه گاهي محاسبه شوند. -1

ها( انتخاب مي شود. بنابراين بار yبتجهت مثبت بار به سمت بالا بوده )جهت مث -2

 رو به پايين منفي است.

wqفبق رابطه  -3
dx

dV
  شيب نمودار برشي در هر نقطه مساوي شددت بدار

نمودار برش صعودي  ،وارده در رن نقطه است. اگر شدت بار مثبت )رو به بالا( باشد

نمودار برشي نزولي است و اگر شدت بدار  ،ايين باشد(و اگر شدت بار منفي )رو به پ

 وارده صفر باشد، نمودار برشي به صورت افقي در مي ريد.
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ده )با در نظدر رتيييرات نيروي برشي بين دو مقطع از فول تير مساوي مقدار بار وا -4

 گرفتن ع مت( بين رن دو مقطع مي باشد.

ر قائم يا عرضي، يك پله در جايي كه بار متمركز اعمال شده نسبت به محور تي -5

 دياگرام نيرو هاي برشي اتفاق مي افتد كه مساوي اندازه نيروي برشي مي باشد.

 ، نيروي برشي ثابت است.بين نقاط بار اعمال شده -6

در نواحي از تير كه در معرض يك بار گسترده يکنواخت قرار دارد. دياگرام نيروي  -7

 خطي است. ،برشي

رض يك بار گسترده خطي قرار دارد. دياگرام نيروي در نواحي از تير كه در مع -8

 برشي سهمي شکل است.

نقاط واقع بر دياگرام نيروي برشي كه در رن نيروي برشي صفر است، متناظر با  -9

 نقافي است كه گشتاور خمشي حداقل يا حداكثر است.

 2-4جدول 

 د.معين و نامعين هستن يگاهها درتيرهايي که از لحاظ استاتيکانواع تکيه

 

 
 تير نامعين پيوسته

 

 
 ساده يگاههاتکيه يتير معين بر رو

 

 

 
 (يتير نامعين يک سر گيردار و يک سر ساده )غلتک

 

 

 
 ساده و يک سر آزاد يگاههاتکيه يتير معين بر رو

 

 

 
 تير نامعين دو سر گيردار

 

 

 
 تير معين يک سر گيردار)تير طره(
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 :ينمودار گشتاور خمش-4-11-2

 بين نقاط اعمال بار عرضي،  دياگرام گشتاور خمشي خطي است. -1

در نواحي از تير كه در معرض بار گسترده يکنواخت قرار دارد، دياگرام گشتاور  -2

 خمشي سهمي است. 

از تير كه در معرض تيييرات بار به فور خطي قرار دارد، دياگرام گشتاور  در نواحي -3

 خمشي درجه سوم مي باشد.

دياگرام گشتاور  جهت در نقافي كه بار هاي عرضي متمركز به تير اعمال مي شود، -4

 خمشي عوض مي شود.) رخشي(

در نقطه اي كه يك كوپل اعمال شده استاتيك پله)برشي( در دياگرام گشتاور  -5

 مشي اتفاق مي افتد كه اندازه اش مساوي كوپل اعمال شده مي باشد.خ

دياگرام گشتاور خمشي در نقافي كه نيروي برشي صفر است به مقدار حداقل يا  -6

 حداكثر خود مي رسد.

Vفبق رابطه -7
dx

dM
،  شيب نمودار گشتاور خمشي در هر نقطه برابر نيروي

وي برشي مثبت باشد، نمودار لنگر صعودي و اگر برشي در رن نقطه است اگر نير

نيروي برشي منفي باشد، نمودار گشتاور نزولي است. اگر نيروي برشي صفر باشد، 

شيب نمودار لنگر افقي است. يا به عبارت ديگر مي توان گفت اگر شيب نمودار 

برشي مثبت باشد، تقعر نمودار خمشي به سمت بالا و اگر شيب نمودار برشي 

 باشد تقعر نمودار برشي به سمت پايين است. منفي

تيييرات گشتاور خمشي بدين دو مقطدع از فدول تيدر برابدر اسدت بدا سدطح زيدر  -8

 نموداربرشي بين رن دو مقطع است.

بار متمركز يك پله در نمودار نيروي برشي و گشتاور متمركز يدك پلده در نمدودار  -9

 گشتاور خمشي ايجاد مي كند.

 کابل ها: -4-12

هداي معلدق، خطدوط ه شمار مي روند و در پدلها بپذير از اعضاي مهم سازهي انعطامهاكابل

گيدرد. د هاي ديگر مورد استفاده قرار مي، تله كابين و بسياري كاربرانتقال برق، خطوط تلفن

، مقدار افدت و فدول كابدل دهانه كش  كابل، طها لازم است كه روابگونه سازهدر فراحي اين

در فراحي  .شودراحي كابل به عنوان يك جسم در حالت تعادل تعيين مي معلوم باشد. در ف

، نا يز بدوده ر گونه مقاومت كابل در مقابل خم كه ه شودهاي انعطام پذير فرض مي كابل

 و قابل  شم پوشي مي باشد و نيروي موجود در كابل همواره در امتداد كابل است.
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 .مي شوددر فرمول ها دو نوع كابل بررسي 

 در راستاي افق معلوم باشد. xهايي كه بارشان به صورت تابعي از مختصهبل كا -1

  يعني بار رنها تابعي از فول كابل است ،هايي كه وزن دارندكابل -2

معادله تعادل  توجه شود كه در هر مورد با استفاده از  0xF .مي توان نوشت 

 (36-4)                                                cteTTCosTCosd  00)(  

(37-4          )                      
0

2

2

0

)(
Tdx

yd

Tdx

dy

dx

d
wdxTSind


 








  

 

 متمرکز: يتحت تاثير بارها يهاکابل  -4-12-1

پذيري كه تحت تاثير يك سيستم از بارهاي متمركز قرار دارد. مطابق شکل  كابل انعطام

123الف( كابلي كه در معرض بارهاي متمركز  -17-4) ,, PPP قرار دارد را در نظر بگيريد. اين

داراي اتصال مفصلي )پيني( است. اگر اين بارها را بزرگتر از وزن  ,ABكابل در دو انتهاي

هاي صورت ميلهبه نظر كرده و قطعات كابل راتوان صرمكابل فرض كنيد، از وزن كابل مي

123شود كه بارهاي متمركزدو نيرويي مستقيم در نظر گرفت. هم نين فرض مي ,, PPP و

123يهافاصله ,, xxx  و دهانهa 123يهامعلوم هستند و فاصله ,, yyy  .مجهول هستند

123ب( نشان داده شده است.  ون  -17-4دياگرام رزاد كابل در شکل ) ,, yyy  مجهول

العمل در مجهول است و عکس ,ABسر هاي كابل در دوهستند، بنابراين شيب قطعه

AB, نيز هر كدام داراي دو مولفه در راستايyx,  هستند و  ون  هار مجهول وجود

حال معادلات ستند. كافي ني ,ABهايادله تعادل جهت بدست روردن واكن دارد، سه مع

 تعادل را به صورت زير مي توان نوشت.

 (38-4)                                   
 332211

332211

1

00

xPxPxP
L

B

xPxPxPLBM

y

yA




 

(39-4)     
 332211321321

321

1

00

xPxPxP
L

PPPBPPPA

PPPBAF

yy

yyy




 

(40-4                              )xxxxx ABABF  00 

براي كابل فوق با توجه به صرفنظر كردن از وزن رن نيرو هاي داخلي در قسمت هاي مختلف 

ج( نشان داد با توجه به دياگرام رزاد معادله  -17-4اين كابل را مي توان به صورت شکل)

0تعادلي  xF  مشاهده  مي شود كه 
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 (41-4  )               BCosTCosTCosTCosTAx  44332211  

معادله اخير بيانگر ثابت بودن مولفه افقي نيروي كش  در هر نقطه از كابل بوده و برابر با  

اي مربوط به قطعه Tگاهها مي باشد. بيشترين كش هالعمل بين در تکيمولفه افقي عکس

ن در اين فاصله حداقل است.  نيCosمي باشد. زيرااست كه داراي بزرگترين شيب

اي بايد در نزديکي يکي از دو تکيه گاه باشد. با در نظر گرفتن معادلات تعادل قطعه

0 xF0و yF  براي پين هايAB, :مي توان نوشت 

(42-4)                                                 11 CosTAx    ،  11 SinTAy  

(43-4)                                                 33 CosTBx    ، 44 CosTBy   

(44-4)                                              22

1 yx AAT     ،  22

4 yx BBT  

(45-4)                                                   
x

y

A

A
tg 1

1

         ،
x

y

B

B
tg 1

4

  

كش  و يا بيشترين شيب داده شده باشد، با توجه به روابط      اي بيشتريناگر در مسئله

xxگاهي را بدست رورد. با معلوم بودنالعمل تکيههاي افقي عکسمي توان مولفه AB ، بقيه ,

ج( بدست رورد. هم نين با دانستن  -17-4مجهولات را مي توان از دياگرام رزاد شکل)

توان مولفه هاي مجهول مربوط گاه ميه در راستاي تير و يك تکيهفاصله عمودي بين هر نقط

د( را -17-4به عکس العمل هاي تکيه گاهي را محاسبه نمود. براي مثل دياگرام رزاد شکل )

معلوم فرض شده است. از معادله تعادل  Dyدر نظر بگيريد كه در رن  0DM  مي توان

 شت: نو

 (46-4                             )
 )()(

1

0)()(

2211

2211

xxPxxPxA
y

A

yAxxPxxPxA

DDDy

D

x

DxDDDy





 

  ،و سرانجام با مشخص كردن فول كابل مي توان مسائلي از اين نوع را حل نمود. در اين مورد

123اي از كابل بر حسب فاصله هاي عموديفول هر قطعه ,, yyy   و فاصله هاي افقي

123 ,, xxxو دهانهL كابل نوشته مي شود. فولL .به صورت زير بدست مي ريد 

 (47-4                          )
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 الف                                                         ب       

  
 د                                                  ج                 

 متمرکز قرار دارد. ياز نيروها يکه تحت تاثير سيستم يپذيرکابل انعطاف -17 -4شکل 

 

 :کابل سهمي(افق )سطح بار گسترده در امتداد  -4-12-2

يکنواخت سهمي اسدت و معادلده ها بر اثر بار كابل ، شکلثابت باشد وقتي شدت بارگذاري

 (18-4)شکل  :زكلي رن عبارتست ا

 (48-4)              21

0

2

1

00

2

2

2
CxC

T

x
yC

T

x

dx

dy

Tdx

yd



 

 

 يباشد كه جواب رن به راحت يمعادله كابل در اين حالت، يك معادله ديفرانسيل مرتبه دوم م

  گردد.يحاصل م يگيرپس از دو بار انتگرال
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 18-4شکل 

0,0در مركز دستگاه مختصات انتخاب شده، با توجه به شکل در   yx يشيب منحن 

 توان ضرايب ثابت را تعيين نمود. يم يبرابر صفر است. بنابراين به راحت

 (49-4)            
0

2

21
2

000,0
T

x
yCC

dx

dy
yx











  

 .توان به نکات زير اشاره نمود ياز موارد مهم در اين حالت م

 فرض شود مي توان نوشت: hمساوي  Cاگر افت كابل در نقطه   -1

 (50-4)                   2

2

2
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4

8
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2
x

L

h
y

h

L
Thy

L
x 

 

 :دركابل عبارتست ازنيروي كش    -2

(51-4                                                     ) 0TTCos     ، xTSin          

                                                             در نتيجه: 

(52-4)                 22

0

222

0

22
xTTxTTCosTSin                                                                     
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 ت از:تسماكزيمم نيروي كششي عبار -3

 (53-4                                               )
42

22
2

0max

L
TT

L
x


 

 برابر است با: Bاز مبدا مختصات تا نقطهفول كابل  -4

 (54-4)              dx
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در صورتي كه  -5
4

1


L

h
را  Iنيدوتن عبدارت ياسدتفاده از بسدط دو جملدهابتدا با ا ،باشد 

 يبالا يهاشود و از توان ينوشته و سپس انتگرال گرفته م
L

h
صرم نظر كرده و بده صدورت  

              :ت ازفول كابل عبارتس توان محاسبه نمود. يفول كابل را م يتقريب
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ياخير به ازا يسر
2

1


A

A

l

h يبراها درست است. باشد، كه در مورد بيشتر كابل يهمگرا م 

AlL(، فول كل دهنه رن 19-4پل معلق مطابق شکل ) 2  و افت كابلAhh   و فول

AsSكل كابل  2 حداكثر كش  و فول كل  ،(55-4مقادير فوق در رابطه ) يبا جايگذار

 شود. يكابل به فرم زير نتيجه م
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 ها درست است.باشد، كه در مورد بيشتر كابل يهمگرا م 



                                                                        و مرکز ثقل هاي گستردهبار                                                                   چهارم فصل

 336 

 

 
 19-4شکل 

 

يعندي  xyتراز نباشند، كابل متقارن نبوده و مركز مختصات همگاه در صورتي كه دو تکيه -6

كه همواره در نقطه حداقل كابل قرار دارد، در وسط دهانه قرار نخواهدد گرفدت. لدذا  Oنقطه 

 xتدا  Oاسدت و بدار ديگدر ازرگاه تکيه xتا Oبار از  براي پيدا كردن فول كافي است يك

BAها را محاسبه كرده و سپس با هم جمع كرد. )گاه  پ فولتکيه هداي  دپ و نقطده ,

 (20-4)شکل  مي باشند.(Oراست نقطه

 
 20-4شکل 

 ريد. يروش قبل عمل نموده و سرانجام فول كابل به صورت زير به دست ممطابق 
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(16-4                                               )                                    BA SSS  

 کابل هاي تحت بار گسترده وزن )کابل با منحني زنجيري(:-4-12-3

مثدل وزن كابدل( قدرار ر )وقتي كابلي تحت بار گسترده در امتداد مسدي( 21-4مطابق شکل )

و برريند وزن برابدر بدا  وزن واحد فول كابل ) از: معادله كلي رن عبارت است ،گرفته باشد

SR  ).است  

 
 ج                             ب                                                      الف             

 21-4شکل 

 

 (26-4     ) 2
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11, y
Tdx

yd
dx

dx
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dx
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Tdx
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باشد كه از روش كاه  مرتبه  يديفرانسيل مرتبه دوم م ( يك معادله61-4معادله رابطه )

Py يتوان استفاده نمود. پس با جايگذار يحل رن م يبرا  شود. يرابطه زير نتيجه م 

  Cx
T

PP

dx
TP

dP
P

Tdx

dP






 

0

2

0
2

2

0
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 و تييير يمثلثات يانتگرال بالا با استفاده از جدول انتگرال محاسبه شده است، با روش جانشين

tgPمتيير   0توان به همين نتيجه رسيد.  ون در ينيز مx برابر با  يشيب منحن

0باشد،  يصفر م Py .0 يبنابراين به راحت استC پس:شود.  يحاصل م 



                                                                        و مرکز ثقل هاي گستردهبار                                                                   چهارم فصل

 338 

 

Cx
T

Cosh
T

yx
T

Sinh
ee

e

e
P

ePPx
T

PP

x
T

x
T

x
T

x
T

x
T













0

0

0

2

2

0

2

2
2

1

11ln

00

0

0

0

















 

 يو نقطه مرز 0,0 باشد، صدق  يكه تنها تحت تاثير وزن خود م يادر معادله كابل زنجيره

شود.  يكرده و مقدار ثابت به صورت زير حاصل م


0T
C   

 (36-4                                                         )     
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 حداكثر برابر است با:شکم دادگي  يا فتمقدار اهم نين 

 (64-4                   )
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توان به صورت زير به دست رورد. با توجه به شدکل  يرا مكابل درابل و نيروي كش  فول ك

شود كده  يب و ج( م حظه م -21-4)
00 T

x
Sinh

T

s
tg

dx

dy
P


 ،  بندابراين

 ه گرفت.توان نتيج يعبارت زير را م

(56-4         )                                                              
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 شود. بنابراين: يج( رابطه زير نتيجه م -21-4با استفاده از مثلث تعادل در شکل )

(66-4                                                                 )            22
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2 sTT  

 توان به دست رورد.  ي( رابطه زير را م64-4( و )63-4) يهااز تركيب رابطه
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 استاتيک سيالات: -4-13

ر ييهر  ند كو ك تي يبرش يرويرا به خود نگرفته و تحت اثر ن يخاص يعات شکل هندسيما

 يرا كه در رن جاظرفي شده و شکل  يجار يعات تحت اثر تن  برشيما .دهند يشکل م

در  يعيباشد. اگر ما يم يو رزاد رنها همواره افق ييسطح بالا يول ،رنديگ يدارند، به خود م

تمام نيروهاي وارده از  موجود باشد وتواند در رن سکون باشد هي گونه تن  برشي نمي حال

              يبه صورت عمود، با ظرم در تماس استع كه ياز ما ييهافرم ظرم به قسمت

ع دارد. يبه ارتفاع ما يع در حال سکون بستگيك مايله يفشار وارد شده به وس باشند. يم

جرم  باشد. يع مينقطه مورد نظر تا سطح رزاد ما يارتفاع عمود ،عيمنظور از ارتفاع ما

ه حجم رن باشد، رنگا Vجرم ماده و mجم رن، اگرعبارتست از جرم واحد ح مخصو 

/3واحد رن در سيستم متريك كه جرم مخصو  اين ماده  mKg.عبارتست از:  مي باشد 

(68-4                                                                         )                   
V

m
 

 :يجرم مخصوص نسب -4-13-1

شود.  يسه ميك ماده با جرم مخصو  رب در همان واحد مقايغالب اوقات جرم مخصو  

  مشخص  dشود و با حرم  يده ميجسم نام ي گال يا يجرم مخصو  نسب ن دو،ينسبت ا

 يچ واحديك عدد بوده و هيداست كه جرم مخصو  تنها يابطه پبا توجه به ر گردد. يم

ن يبرابر است با جرم مخصو  هم يك جسم از لحاس عددي يجرم مخصو  نسب .ندارد

به همان  ينسب ينيا سنگي يآكر شده و امروزه اصط ح  گال ياز واحد ها يکيجسم در 

 يم مخصو  نسبجر يبير تقريمقاد( 3-4)معروم است. در جدول  يجرم مخصو  نسب

 ان شده است.ي ند جسم معروم ب

 
 ( d)جرم مخصوص نسبي =  3-4جدول 

d جسم d جسم d جسم d جسم 

 9/0  دن خاكستري 2/7 مس 9/8
 

 بنزين 72/0 روغن هاي مخصو  

 

 سرب 4/11
 

رهن  ک  خوار  6/7

 و سفت

 رب 1
 

 پارافين 8/0

 فولاد 8/7 جيوه 6/13
 

 8/0 رلومينيوم 7/2
 

 الکل

  4/8 

 

 برنج
 

 روي 1/7
 

 بنزول 88/0
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 فشار هيدرواستاتيک: -4-13-2

   تحت فشار همه جانبه از فرم مايع قرار  ،گرددور ميدر يك مايع غوفه يوقتي كه جسم

د. اين فشار به فشار هيدرواستاتيك يا فشار مايع معروم است و علت رن وزن مايع گيرمي

 (22-4)شکل  موجود در بالاي نقطه مورد نظر است.

 (69-4)                                                               hPghPP   00 

جرم مخصو  ، در سطح مايع ) پاسکال(فشار جو 0Pدر رابطه فوق







3m

kg
وزن  و 

مخصو 







3m

N
hPPعبارتمي باشد.     .نامندميفشار گيج نيز را  0

 
 22-4شکل 

 

نيروهاي سديال اسدت، لازم اسدت نيدروي براي تحليل بسياري از مسائل مهندسي كه شامل 

و هم نين محل تقافع ور است ده بر روي سطح غوفهكه مربوط به فشار توزيع ش Rبرريند

ور يعندي روي صدفحه غوفده yور تعيين شدود، نقطدهخط اثر نيروي برريند با صفحه غوفه

كند، به عنوان مركز فشدار شدناخته ور را قطع ميصفحه غوفه كه خط اثر نيروي برريندجايي

          بدست مي ريد. زيرمركز فشار از رابطه مي شود. 

(70-4                                                                          )    
 






Pxdy

Pxdyy
y 
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 كه مي شودور در سيال اعمال جسم غوفهبراست كه از فرم سيال نيرويي  نيروي شناوري:

اين نيرو بر اساس اصل شناوري  اين نيرو برابر وزن مايع جا به جا شده توسط جسم است.

ارشميدس براي هر نوع سيالي كه در حالت تعادل قرار دارد، مي تواند در نظر گرفته شود. 

(V  ،حجم جسم وزن جسمي سيال) 

(71-4                                              )                                             VF  

 استوانه شناور بر روي آب: -4-13-3

در نظر  را با  گالي hارتفاع و  d، قطرmدر اين قسمت، استوانه جامدي به جرم

با فرض اينکه استوانه به فور قائم شناور باشد، هدم يافتن ارتفاع شناوري استوانه  بگيريد.

ين يافتن بخشي از رن مي باشد كه به فور فولي )محور فولي رن موازي نمي باشد، و هم 

 (23-4ب غوفه ور است. )با سطح رب است.( در ر

 
 23-4شکل 

وري استوانه بوده و ارتفاع غوفه shاستوانه به فور قائم شناور است، فرض كنيد
2

d
r  

BFشعاع رن باشد. نيروي شناوري


ور شده استوانه مساوي وزن رب جابجا شده با حجم غوفه

jhrFد. بنابراين مي باش sB


 2 از بالانس نيرويي استوانه )دياگرام رزاد جسم در شکل ،

 ( مي توان نوشت:4-24

 



22

2 00
r

m

r

mg
hjmghrjmgF ssB 


   

(4-72)  
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 24-4شکل 

در قسمت ديگر، استوانه به فور افقي شناور است، مهم نيست كه استوانه  گونه شناور شده 

ي مساوي وزن استوانه باشد. اين نيرو مساوي با وزن رب جابجا است. نيروي شناوري بايست

ور شده استوانه به دليل شناور بودن استوانه به فور افقي بنابراين حجم غوفه شده مي باشد.

 (25-4)شکل قرار دارد. شناوري به فور قائم دروري باشد، كه بايستي مساوي حجم غوفه

 

 
 25-4شکل 
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 توانمي باشد كه از اين معادله مي معادله حاصل يك معادله غير خطي بر حسب زاويه

  وري در حالت افقي برابر است با:را به دست رورد. هم نين عمق غوفه

 (76-4                                                                          ) Cosrd s  1 

 نيروي هيدرواستاتيک وارد بر دريچه يک سد: -4-13-4

( ورق مستطيلي را كه به عنوان دري ه نگهدارنده از خروج 26-4در اين بخ ، مطابق شکل )

به صورت  Aكند، در نظر بگيريد. اين دري ه در نقطهرب به سمت خارج جلوگيري مي

تفاع سطح و ار m1به صورت سطح بدون اصطکاک است، پهناي ورق  Bمفصلي و در نقطه

 Aاست، وزن ورق نيز نا يز مي باشد. هدم يافتن نيروها در مفصل hبرابر Aرب تا نقطه

 مي باشد. hبه صورت تابعي از

 
 26-4شکل 

             
 28-4شکل                                                      27-4شکل            
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g،فرض مي شود  واسطه رنگاه فشار به . گالي وزني )وزن بر واحد حجم( رب باشد

hpAبرابر Aرب در نقطه  و در نقطهB مساوي  lSinhpB   .مي باشد

كند. تييير مي Bدر Bpتا Aدر Apفشار، عمود بر ورق عمل كرده و به صورت خطي از

( نشان داده شده است. هم نين فرض مي 27-4دياگرام رزاد جسم براي ورق در شکل )

باشد، براي محاسبه  BAيکه قائم بر ردارب n̂و BAبردار يکه در راستاي ̂شود كه 

سترده بر روي ورق به وسيله ، ابتدا فشار گBو Aالعمل بر روي ورق در نقاطنيروهاي عکس

12دو نيروي متمركز , FF با تقسيم فشار گسترده به نواحي مستطيلي و مثلثي و يافتن

      گردد.  برريند رنها جايگزين مي

(77-4                         )   Sinl
l

ppFhllF ABA
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21
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2
,  

 را مي توان به صورت زير نوشت: Aحال تعادل گشتاوري حول نقطه
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(4-78) 

 نيز مي توان به صورت زير نيروي مورد نظر را محاسبه نمود. يياز بالانس نيرو

(79-4                              )
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Aنيروي


         بر روي ورق Aعمالي توسط مفصل دركه در بالا محاسبه گرديد، نيروي ا 

A( برابر82-4مي باشد، بنابراين، نيروي مفصلي، كه توسط ورق اعمال مي شود، )شکل 


 

به  hمي باشد. از عبارت داده شده براي اين نيرو، مشاهده مي شود كه نيروي نامبرده با 
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 yAبا فرض اينکه نيروي مفصلي كششي در راستاي قائم با صورت خطي تييير مي كند.

 نشان داده شود، رنگاه مقدار اسکالر رن برابر است با:

 hlCoslSinjnlSinhljAA

Cos

y 
















 


3

1
2

4

1
.ˆ

2

1

3

1
.


 

(4-80) 

 

 کشش حلقه: -4-13-5

با  يك داخليدرواستاتير فشار هيضخامت كم تحت تاثو به  aيبه شعاع داخل ايحلقهاگر 

جاد يبه نام كش  در حلقه ا يطيك تن  محيالف(  -29-4)شکل رد. يقرار گ qشدت ثابت

مجزا ( ب -29-4تدا تعادل نصف حلقه را مطابق شکل)اب ،ن كش ين اييتع يشود. برايم

كش  مورد نظر را ,BAوارد در نقاط Sيو هاريك از ني. هر مي شودگرفته در نظر  شده

 . هستند کسانيط حلقه يدهند كه در تمام نقاط محيم نشان

م ياز نالمان، دو شودن يجانشQنديبرر يرويبخ  با نيك ك يدرواستاتينکه فشار هيا يبرا

ك از ي. فول هر بگيريد در نظر ،باشند ينه ميقرoyرا كه نسبت به محور قائم ABرهيدا

addS،مطابق شکلالمان ن دو يا   .است 

QdSdQاز معادله   ،برابرها المانن يك از ايوارد بر هر  يروياندازه نqad باشد يم. 

گر را يهمد يافق يهاشوند، مولفهن يو قائم جانش يافق يهاله مولفهيوسهها بروين نياگر ا

ن دو مولفه يند ايقائم را در نظر گرفت. برر يهاد مولفهين فقط بايسازند. بنابرايمتعادل م

 گذرد. يم Oكه از نقطه  dqaSin2است به اندازه  يقائم يرويقائم ن

جه يك انجام داد. در نتيدرواستاتيگر فشار هيدالمان توان در مورد دو ين استدلال را ميا

اجزاء نشان داده شده به  يهانديبرر يتوان با جمع بند يرا مگسترده شده فشار  يند كليبرر

ن جمع يدست رورد. اهب ,baنيب يهاالمانتمام جفت  يبرا dqaSin2له عبارت يوس

 ر نوشت:يتوان به صورت زيرا م يبند

(81-4                                 )  qaCosqadSinqaQ 222
2

2

0
 




 

  :است با يمساو هبنابه تقارن موجود كش  حلق

 (82-4                                                                   )            qaQS 
2

1
 

ن فشار يره معادل است با هميداميط نيکنواخت وارد بر محيدهد كه فشار يجه نشان مينت

توان يم يكلگردد. به فوريماعمال ره يم داين نيا ABکنواخت وارد به قطريكه به فور 
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ن فشار كه يمعادل است با هم ABخط دلخواه كيکنواخت وارد به يثابت نمود كه هر فشار 

 گردد.  يوارد م ABکنواخت بر وتريبه فور 

 (30-4). شکلگرفته مي شوددر نظر AB ياز منحن dSالمانه ين قضياثبات ا يبرا

 :ب عبارتند ازيكه به ترت شود يه ميو قائم رن تجز يافق يهامربوط به مولفه qdSيروين

 (83-4                                                              )qdy
dS

dy
qdSqdSin  

 (84-4                                                             )qdx
dS

dx
qdSqdCos  

 ند.ير يروابط بالا بدست م يند با جمع بنديبرر يهامولفه

 (85-4                                                         )  
B

A

B

A
BCqdyqqdyX . 

 (86-4                                                         )  
B

A

B

A
ACqdxqqdxY . 

 وشت:مي توان ن ن رويو از ا

 (87-4                                    )ABqACBCqYXQ .2222  

ع يبا توز ABيمنحن يرو بر رويك نيکنواخت يع يدهد كه توز يه نشان مين قضيا

 معادل است. ABيکنواخت رن در روي

 

 
 الف                                    ب                             
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