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ای ارتعاشات آزاد سیستم ه: چهارمفصل 
روشهای کار و انرژی-یک درجه آزادی
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فهرست مطالب

انرژیقضیه کار و •
روش بقای انرژی مکانیکی•

اثر نیروی وزن•

معادلروش جرم و سختی •
ریلیاصل •
سیستمهای غیرپایستارروش انرژی برای •
روش کار مجازی•
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قضیه کار و انرژی
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بینیرابطهوگیردمیشتابذرهنباشد،صفربرابرذرهیکبرواردنیروهایبرآینداگرنیوتوندومقانونبنابر
:استزیرصورتبهآنشتابوذرهبرواردنیروهایبرآیند

:زمانواحدبرذرهموقعیتبردارتغییراتبااستبرابرذرهسرعتکهدانیممیطرفیاز

:نامندمیزمانازمستقلیمعادلهراآنکهرسیممیزیریرابطهبهفوقیمعادلهدواسکالرضرببا

dt
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:می آیدبدستحرکت،مسیررویبرقبلیرابطهازگیریانتگرالباصورتایندر

دهدمینتیجهکه

اگر.داردتگیبسمسیرانتهایوابتدادرسرعتیاندازهبهتنهاوبودهمسیرازمستقلفوقیمعادلهچپسمت
کنیم،تعریفزیرمطابقراجنبشیانرژیاسکالرکمیت

V

V
S

mV dV F dr   
2

1

S

mV mV F dr  
2 2
2 1

1 1
2 2

T mV 21
2
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ضربحاصلیعبارتبهیاو)جابجاییونیروبرداراسکالرضربحاصلصورتبهنیرویککارتعریفباو
،(جابجاییراستایدرنیرویمؤلفهوجابجایی

:رسیممیانرژیوکارقضیهبه

پایستارنیروییکرارونیآنباشدداشتهبستگیمسیرانتهایوابتدابهتنهاجابجایییکدرنیرویککاراگر
:وشتنتوانمیغیرپایستار،وپایستارنیروهایبهذرهبرواردنیروهایکردنتفکیکبا.نامندمی

( )S

W F dr



 1 2
1 2

T T W  2 1 1 2

T T W W 
   2 1 1 2 1 2
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:شودحسابزیرصورتبهتواندمیذرهیکرویبرفنرنیرویکارمثالعنوانبه

x

x
S

W F dr k x dx k x k x
       

2

1

2 2
1 2 1 2

1 1
2 2
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ازمستقلکهداردیبستگمسیرانتهایوابتدادرکمیتدوبهفنرنیرویکارفوقیرابطهدرکهشودمیملاحظه
صورتبهفنرپتانسیلانرژیتعریفبا.هستندحرکتمسیر

:دانستآنپتانسیلانرژیتغییراتمنفیبرابررافنرنیرویکارتوانمی

بهراانرژیوکاریهقضتوانمیبنابراین.آوردبدستنیزپایستارنیرویانواعدیگربرتوانمیرامشابهیروابط
:کردبازنویسیزیرصورت

U k x 21
2

( )W U U
   1 2 2 1

( ) ( )T U T U W 
   2 2 1 1 1 2

.نامندمیذرهمکانیکیانرژیراپتانسیلانرژیوجنبشیانرژیمجموعبالایرابطهدر



روش بقای انرژی مکانیکی
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cteUT 

W 
 1 2 0 مکانیکیانرژیهنتیجدرو()استصفربرابرپایستارغیرنیروهایکارپایستار،هایسیستمدر

:استثابتیمقداربرابر

زمانبهنسبتیمکانیکانرژیتغییراتدهد،میرخزمانیبازهیکدرقاعدتاًکهجابجایییکدربنابراین
:استصفربرابر

( )
d

T U
dt

 0

وجابجاییرمتغیحسببرآزادیدرجهیکسیستمیکمکانیکیانرژینوشتنباتوانمیبنابراین
.رسیدحرکتدیفرانسیلیمعادلهبهمستقیماًزمان،بهنسبتمشتق گیری



مثال
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یعادلهممکانیکیانرژیبقایروشازاستفادهبا
تبدسراشدهدادهنشانسیستمدیفرانسیل

.آورید
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بابرابرندسیستمپتانسیلوجنبشیانرژی

نتیجهدر

:داشتخواهیممکانیکی،انرژیبقایرابطهدردادنقراربا

:آیدمیبدست،استصفرمخالفکلیحالتدرجرمسرعتارتعاشهنگامدرکهآنجاییاز

,T m x U k x 2 21 1
2 2

xxk
dt

dU
xxm

dt

dT
  ,

( )m x k x x 0

m x k x 0



مثال
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.دهدمینشانراسادهگیربکسیکمقابلشکل
هاچرخدندهمقابلدرمحورهاجرمآنکهفرضبا

کسگیربخروجیوورودیسرعتوباشدناچیز
طبیعیسفرکانباشد،صفربرابریاوثابتنیز

.دآوریبدستپیچشیارتعاشاتدررامجموعه
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وورودیعتسرآنکهفرضبا.گرفتنظردرپیچشیفنردومعادلتوانمیرامحورهاشکل،بهتوجهبا:حل
:آیدمیبدستزیرروابطازمجموعهپتانسیلوجنبشیانرژیباشد،صفربرابرخروجی

قیدیرابطهاعمالبهکه

,

( , )t t t t

T I θ I θ

G J G J
U k θ k θ k k

L L

 

   

2 2
1 1 2 2

2 2 1 1 2 2
1 1 2 2 1 2

1 2

1 1
2 2
1 1
2 2

r
θ θ nθ

r
 1

2 1 1
2
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:آیدمیبدست

بدستزیرقمطابحرکتیمعادلهآن،سازیسادهومکانیکیانرژیبقاییرابطهدرفوقروابطجایگذاریبا
:آیدمی

( ) , ( )t tT I n I θ U k n k θ   2 2 2 2
1 2 1 1 2 1

1 1
2 2

( ) ( )t tI n I θ k n k θ   2 2
1 2 1 1 2 1 0



اثر نیروی وزن

.نیروی وزن موجب تغییر شکل استاتیکی فنر شده است16

kmgst /
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انرژیداشتننظردرباوشکلبهتوجهبابنابراین.شودمیفنرداخلدراولیهشکلتغییریکباعثوزننیروی
:بابودخواهندبرابرسیستمپتانسیلانرژیوجنبشیانرژیوزن،پتانسیل

:آیدمیبدستزمانبهنسبتآنهاازگیریمشتقباکه

( ) ( )st st

T m y

U k y δ mg y δ



   

2

2

1
2
1
2

yykymgy
k

mg
ykymgyδyk

dt

dU

yym
dt

dT

st








)()(

,
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-میزیررانسیلدیفیمعادلهبهسازی،سادهازپسومکانیکیانرژیبقاییرابطهدرفوقمقادیرجایگذاریبا

:رسیم

.استشدهحذف(فنراولیهکششتوسط)جاذبهنیرویاثرآندرکه

m y k y 0



مثال
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حورمیکرویبرهمبهمتصلقرقرهدوشکلمطابق
اکاصطکبدونوآزادنهتوانندمیوگرفته اندقرار

یکهاقرقرهازیکهردور.بچرخندخودمحورحول
کاک،اصطنیرویدلیلبهکهاستشدهپیچیدهطناب
بههانابطازیکیسریک.نداردلغزشیقرقرهبهنسبت

تغییرباواستشدهوصلkسختیضریببافنریک
تفادهاسبا.بچرخدخودحولتواندمیقرقرهفنر،شکل

بدسترامجموعهطبیعیفرکانسانرژی،روشاز
.آورید
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:آوردبدستزیرمطابقرامجموعهپتانسیلانرژیوجنبشیانرژیتوانمیترتیباینبه

 oi rry  ,

جابجاییارمقدنتیجهدر.دهیمنشانوباترتیببهراخارجیوداخلیهایقرقرهشعاعکنیدفرض:حل
:داشتخواهندرابطهمحورچرخشمقداربازیرمعادلاتتوسطفنرکششمقداروبلوک

iror

( )i

o

T m y I θ m r I θ

U k δ k r θ

   

 

2 2 2 2

2 2 2

1 1 1
2 2 2
1 1
2 2

:آیدمیبدستبالایرابطهازاستفادهبابنابراین

 ( ) ( )i o

d
T U m r I θ k r θ θ

dt
    2 2 0
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دهدمینتیجهکه

( )i om r I θ k r θ  2 2 0

بااستبرابرسیستمطبیعیفرکانسبنابراین

eff o
n

eff i

k k r
ω

m m r I
 



2

2



مثال
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اگر.دهدمینشانراشکلUیلولهیکمقابلشکل
حالتردرودمیانتظارباشد،یکسانلولهسمتدوفشار

حال.دباشیکسانلولهسمتدودرسیالارتفاعتعادل،
ودهشاعماللولهسمتیکبهناگهانیفشاریکاگر

پسسوسیالیاولیهجابجاییشود،برداشتهسپس
نوسانیمسیستیکتعادل،حالتسمتبهآنبازگشت

یدورهسیال،لزجتازصرفنظربا.دهدمیشکلرا
.آوریدبدستراهانوسانتناوب
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-میفرض.گیریممینظردرگرانشیپتانسیلانرژییمحاسبهبرایپتانسیلسطحیکشکل،مطابقابتدا:حل

یابد،افزایشسمتیکازxیاندازهبهسیالارتفاعاگرصورت،ایندر.باشدیکنواختلولهمقطعکنیم
توانیمراسیالگرانشیپتانسیلانرژیبنابراین.یافتخواهدکاهشxیاندازهبهدیگرسمتدرآنارتفاع
:(تاسثابتیمقدارهمیشهکهلولهزیرینقسمتدرسیالازصرفنظربا)کردمحاسبهزیرمطابق

ختییکنواسرعتباسیالذراتتمامآنکهبهتوجهباباشد،کردهپرراLطولبهلولهازقسمتیسیالاگر
بااستبرابرسیالجنبشیانرژیکنند،میحرکت

( ) ( )
( )

h x h x
U ρgA ρgA ρgA x ρgA h I

 
   

2 2
2 2

2 2

( )T m x ρAL x II 2 21 1
2 2
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:کرداستخراجزیرشکلبهتوانمیرامکانیکیانرژیپایستگییمعادلهنتیجهدر

زیرکلشبهحرکتیمعادلهاست،صفرمخالفکلیحالتدرنوسانسرعتحرکتحالتدرکهآنجاییاز
:آیدمیبدست

2
( ) 2 ( ) 0 ( )

d g
T U AL x x gA x x ALx x x III

dt L
       

( ) ( )
g

x x IV
L

 
2 0

بااستبرابرسیستمتناوبیدورهبنابراین

/ /eff eff

π π π
τ

ω k m g L
  
2 2 2

2



روش جرم و سختی معادل
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انرژی)سیلپتانوجنبشیانرژیمجموعپایستارسیستمیکبرایکهدیدیمانرژیوکاریقضیهاز
:استثابتمقداریهمواره(مکانیکی

بهپتانسیلانرژیوشودمیصفربرابرآنجنبشیانرژیرسد،میخودحرکتانتهایبهمجموعهکهزمانی
آننبشیجانرژیگذرد،میتعادلحالتازمجموعهکهزمانیدیگرسویاز.رسدمیخودمقداربیشترین

انتخابپتانسیلرجعمعنوانبهراتعادلحالت)شودمیصفربرابرپتانسیلانرژیورسیدهمقداربیشترینبه
بگیریمنظردر2حالتعنوانبهراتوقفحالتو1نقطهعنوانبهراتعادلحالتاگربنابراین.(کنید

:داشتخواهیم

T U T U  1 1 2 2

max max, , ,T T U T U U   1 1 2 20 0
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نتیجهدرو

شکلبهسیستمازاهدلخونقطهیکجابجاییوسرعتحسببرراسیستمپتانسیلوجنبشیانرژیکنیدفرض
:باشیمنوشتهزیر

:استهارمونیکصورتبهمجموعهحرکتندارد،وجودمیراییپایستارهایمجموعهدرچون

maxmax UT 

,eff

eff

T m x

U k x





2

2

1
2
1
2

tωωAxtωAx cos,sin  
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:داشتخواهیمآن،ازقبلیرابطهدرفوقروابطجایگذاریبا

شکلبهسیستمازاهدلخونقطهیکجابجاییوسرعتحسببرراسیستمپتانسیلوجنبشیانرژیکنیدفرض
:باشیمنوشتهزیر

:گفتتوانمیپس

sin ,

cos

eff

eff

T m A ωt

U k A ω ωt





2 2

2 2 2

1
2
1
2

max max,eff effT m A U k A ω 2 2 21 1
2 2

eff
eff eff

eff

k
m A k A ω ω

m
  2 2 21 1

2 2
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ویکساننقطهیکجابجاییوسرعتحسببرپتانسیلانرژیوجنبشیانرژینوشتنباکهاستمعنیبداناین
.آوردبدستراتمسیسطبیعیفرکانسمستقیماًتوانمینقطه،آندرسیستممؤثرسختیوجرمآوردنبدست

.کردمدلسازینقطهآندرسادهفنروجرمیکباراسیستمتوانمیهمچنین



مثال

29

ردشدهدادهنشانسیستممؤثرسختیوجرم
جاییجابیاومیلهدورانحسببررامقابلشکل
نآازاستفادهباوآوریدبدستمیلهانتهای

.دکنیتعیینراسیستمطبیعیفرکانس
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:نوشتتوانمیدوران،زاویهبودنکوچکفرضباوشدهدادهنشانشکلبهتوجهبا:حل

بااستبرابرطبیعیفرکانسنتیجهدر

( ) ( ) ( ) ( )

O

m a
T I θ θ

U k aθ k aθ k aθ k k k a θ

 
   

 

     

2
2 2

2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

1 1 3
2 2 4
1 1 1 12 4
2 2 2 2

:()میلهانتهایجابجاییحسببریاو / ( )θ y a 2

( )

m y
T

y
U k k k

  
   

  

 
    

 

2

2

1 2 3

1 3
2 4 2
1 4
2 2

/

eff

eff

k k k k
ω

m m

 
  1 2 34

3 4



اصل ریلی
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یکانرژیروشازاستفادهباتوانمیآزادیدرجهیکسیستمیکبرایچگونهدیدیمقبلهایمثالدر
رایبتوانمیراانرژیروش.کردمحاسبهراآنطبیعیفرکانسوآوردبدستمعادلسختیوجرم

شرطبهبرد،کاربهنیز(آزادیدرجهنهایتبی)گستردهجرمباهایسیستموآزادیدرجهچندهایسیستم
.باشدمشخصسیستمازذرههرموقعیتوسرعتآنکه

جابجاییوسرعتحسببررامجموعهپتانسیلوجنبشیانرژیاگر،آزادیدرجهیکسیستمیکدر
بدستمؤثرسختیوجرمیکنقطهآندرمجموعهبرایتوانمیبنویسیم،سیستمازمشخصنقطهیک

:آورد

,eff effT m x U k x 2 21 1
2 2
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:گرددمیمحاسبهزیرشکلبهطبیعیفرکانسسیستم،بودنپایستارفرضباسپس

eff

eff

m

k


-میتمسیسهستند،آزادیدرجهنهایتبییاوآزادیدرجهچنددارایکهگستردهجرمباهایسیستمدراما

وتسرعتواننمینتیجهدرودهدنشانخودازمختلفارتعاشیهایشکل،آزادیدرجاتتعدادبهتواند
کیتوانمیارتعاشازشکلیهربرایاما.نوشتخاصینقطهیکحسببررامختلفنقاطموقعیت
.نامندمیاصلیطبیعیفرکانسراآنهاکوچکترینکهآوردبدستطبیعیفرکانس
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انرژییحاسبهمباتوانمیزد،حدسرامجموعهارتعاشیشکلمناسبیتقریببابتواناگرکهدادنشانریلی
درخطامقداراگروآوردبدستخوبیدقتبارامجموعهطبیعیفرکانسمجموعه،پتانسیلانرژیوجنبشی
.بودخواهدمرتبهازفرکانستقریبخطایباشد،مرتبهازارتعاششکلتقریب

طبیعیانسفرککند،ارضارامسألههندسیمرزیشرایطشدهزدهحدسشکلاگرکهدادنشانریلیهمچنین
نزدیکترواقعیتبهماحدسچههروبودخواهدبزرگترواقعیاصلیطبیعیفرکانسازهموارهآمدهبدست
.بودخواهدنزدیکترواقعیتبهنیزآمدهبدستفرکانسباشد،

سیستمشکلرتغییینحوهتوانمیهموارهسیستم،یکجانبیارتعاشاتبرایریلیروشازاستفادههنگامدر
اصلیطبیعیانسفرکدرسیستمارتعاشیشکلتقریببرایمناسبالگوییکعنوانبهراوزننیرویتحت

.گرفتنظردر

2



مثال

34

یلهمیکآزادانتهایدرراوزنهیکشکلمطابق
وداده ایمقرارسرگیرداریکویکنواخت

رضف.واداشته ایمطولیارتعاشاتبهرامجموعه
وجرم.دهیمنشانxباراوزنهجابجاییکنید

وزنهجابجاییحسببرراسیستممؤثرسختی
رامجموعهطبیعیفرکانسوآوریدبدست

.کنیدمحاسبه
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ثابتآنسریککهحالیدرشود،میمیلهشدنکشیدهباعثوزننیرویشدهدادهنشانشکلبهتوجهبا:حل
مقداریم،شودورترمیلهگیردارانتهایازچههرکهنمودتصورتوانمیبنابراین.نمایدنمیحرکتواست

.استبرقرارخطییرابطهیکگاهتکیهازفاصلهوجابجاییمقداربینزیاداحتمالبهواستبیشترجابجایی
:نماییماستفادهارتعاششکلتقریببرایالگواینازتوانیممی

( ) , ( ) , ( )u y a y b u u L x   0 0

:آیدمیبدستیرزمطابقتقریبتابعنهاییشکلتقریب،تابعمجهولضرایبمحاسبهومرزیشرایطاعمالاب

)()( Iy
L

x
yu 
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بابودخواهدبرابرسیستمکرنشیانرژیمیله،برایشدهانتخابالمانبهتوجهبابنابراین

( )
L L m

T u dm M x u dy M x
L

    
2 2 2 2

0 0

1 1 1 1
2 2 2 2

:شودمیسادهزیرشکلبهرابطهازاستفادهباکه )(I

-میمحاسبهرایستمسکلکرنشیانرژیمیله،بودنالاستیکفرضباسیستم،پتانسیلانرژییمحاسبهبرای

:کنیم

( ) ( )
m

T M x II  21
2 3

( )
L

V

U σ ε dV Eε A dy  
2

0

1 1
2 2
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:آنلطوبربخشالمانطولتغییرمقداربااستبرابرکرنشمیلهازالمانهردرکهدانیممیطرفیاز

:داشتخواهیمکرنشی،انرژییمعادلهدرفوقیرابطهجایگذاریبا

آمدهبدستروابطازاستفادهبانتیجهدر

y

u






( ) ( )
L u EA

U E A dy x III
y L

   
    

   


2
2

0

1 1
2 2

/

/

eff

eff

k EA L
ω

m M m
 

 3



مثال
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یکانتهایبهصلبدیسکیکشکلمطابق
.استدهشوصلسرگیرداریکوالاستیکیمیله

میله(جرمدومگشتاور)لختیگشتاورکنیدفرض
ایناگر.دهیمنشانبارادورانمحورحول

عاشارتبهواداراولیهتحریکیکبارامجموعه
استفادهباارنوسانطبیعیفرکانسکنیم،پیچشی

.آوریدبدستریلیروشاز

I 
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:کندمییرتغیخطیصورتبهتیرطولدرپیچشیزاویهکهکنیمفرضتوانیممیقبلمثالمشابه:حل

:استمیلهکلتیلخگشتاورازکسریآنلختیگشتاورکهگیریممینظردرمیلهطولدرایاستوانهالمانیک

بابودخواهدبرابرسیستمکلجنبشیانرژیبنابراین

)()( Iy
L

y


 

dy
L

I
Id




( ) ( )

L

L

y I
T φ dI Iθ θ dy Iθ

L L

I
I θ II

   
      

   


 

 
2

2 2 2
0

2

1 1 1 1
2 2 2 2

1
2 3
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اباستبرابرپیچشتحتالاستیکیمیلهیکدربرشیکرنشکهدانیممیمصالحمقاومتاز

بااستبرابرسیستمطبیعیفرکانسنتیجهدرو


L

r


،()حسطقطبیگشتاورتعریفبهتوجهباوکرنشیانرژییمعادلهدرفوقیرابطهجایگذاریبا
A:آیدمیبدست

J r dA 
2

GJ
U θ

L

 
  

 

21
2

/

/

eff

eff

k GJ L
ω

m I I
 

 3



مثال
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یکردارسرگییکتیریکرویبرشکلمطابق
ریلیروشازاستفادهبا.داده ایمقرارمتمرکزجرم
بدسترتیانتهایدرراسیستممؤثرسختیوجرم

.کنیدتعیینرامجموعهطبیعیفرکانسوآورید
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:هستندزیرشکلبهتیرهاخمشبرحاکمروابطدانیممیمصالحمقاومتاز:حل

:کنیمفرضسومدرجهتابعیکشکلبهراجابجاییمنحنیتوانیممی

:نمایدارضارازیرمرزیشرایطبایدماحدستابع

, ,
My d u

σ M EI I y dA
I dx

    
2

2
2

( )u x a x b x c x d   3 2

( ) , , ( ) ,B

x x L

du d u
u u L u

dx dx 

   
2

2
0

0 0 0 0



43

:آیدمیدرزیرشکلبهحدستابعفوق،شرایطاعمالباکه

:کنیماستخراجزیرشکلبهراسیستمجنبشیانرژیتوانیممیحال

:دهدمینتیجهسازیسادهازپسکه

( ) ( )B

L x x
u x u I

L

 
  
 

2 3

3
3

2

L

B B B

L

L x x m
T u dm M u u dx M u

L L

   
      

  
 

22 3
2 2 2

30

1 1 1 3 1
2 2 2 2 2

( ) ( )BT M m u II  21 33
2 140
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بااستبرابرنیزتیرکرنشیانرژی

:دهدمینتیجهها،انتگرالسازیسادهوحدستابعجایگذاریباکه

بنابراینو

L L

V A

σ EI d u
U σ ε dV dA dx dx

E dx

 
    

 
   

22 2

20 0

1
2 2 2

( )B

EI
U u III

L

 
  

 

2
3

1 3
2

/

/

eff

eff

k EI L
ω

m M m
 



33
33 140



روش انرژی برای سیستم های غیرپایستار
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آنرویبرایستارغیرپنیروهایکاربااستبرابرسیستمیکمکانیکیانرژیتغییراتدیدیم،چنانکه
بهافتد،میاقاتفکوتاهیبسیارزماندرکهکوچکبسیارجابجایییکبرایتوانیممیرااصلاین.سیستم
:بنویسیمزیردیفرانسیلیشکل

بدونداخلیلمفاصنیروهایوندارندمؤلفهجابجاییراستایدرکهتکیه گاهینیروهایکهاستبدیهی
سیستمرویبرکاریهستند،یکسانیجابجاییدارایوبودهالعملعکسوعملصورتبهکهاصطکاک

.دهندنمیانجام

WddUdT 



مثال

46

سیستمدیفرانسیلمعادلهانرژیروشازاستفادهبا
لشکدرشدهدادهنشانیمیراکنندهوفنرجرم،

.آوریدبدسترا
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:نوشتزیرشکلبهراسیستمپتانسیلانرژیوجنبشیانرژیتوانمی:حل

بابودخواهدبرابرdxکوچکبسیارجابجاییدرآنهاتغییراتدیفرانسیلیقواعدازاستفادهباکه

هموارهکهاستوزویسکیمیراکنندهنیرویدهد،انجامکارتواندمیکهپایستاریغیرنیرویتنهاسیستمایندر
بااستبرابرمیراگرغیرپایستارنیرویکارنتیجهدر.استسرعتجهتخلافدرهمواره

,T m x U k x 2 21 1
2 2

dxxkdU

dxxmdtxxmdtxxmdt
dt

xd

x

T
xd

x

T
dT












 ,)()( 








dxxcWd 
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:داشتخواهیمانرژییرابطهازاستفادهبابنابراین

چونو

:آیدمیبدستاست،

0)(0  dxxkxcxmWddUdT 

0dx

0 xkxcxm 

.رسیدیمنتیجههمینبهنیزنیوتونیروشباکه



مثال
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لدیفرانسییمعادلهانرژیروشازاستفادهبا
وریدآبدستراشکلدرشدهدادهنشانسیستم
دروودهبکوچکسیستمارتعاشاتکنیدفرض
.ارددقرارخودآزادوضعیتدرفنرتعادل،حالت
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نتیجهدر

یراگرموچرخدمییاندازهبهمیلهشود،جابجایاندازهبهگاریاگرشکل،بهتوجهبا:حل
ییرتغیاندازهبهمیلهجرممرکزحالتایندر.دهدمیشکلتغییریاندازهبه

:تنوشزیرشکلبهراسیستمپتانسیلانرژیوجنبشیانرژیتوانمینتیجهدر.دهدمیارتفاع

xax /
axbz /)cos1( e

, ( cos ),OT m x I θ U k x Mg e θ    2 21 1 1 1
2 2 2

( )

sin ( )

O
O O

I
dT m x dx I θ dθ m x dx I θ dθ m m x dx

a

Mg e
dU k x dx Mg e θ dθ k x dx

a

     

   

2

2
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بااستبرابرویسکوزمیراگرغیرپایستارنیرویکارطرفیاز

:آیدمیبدستسازیسادهازپسوانرژییرابطهدرجایگذاریازپس

آندرکه

c b
dW c z dz x dx

a
   

2

2

( ) ( )OI c b Mg e
m x x k x

a a a
    

2

2 2 2 0

, ( )O

b a
e I I M e M a b M e


     2 2 21

2 12



کار مجازیروش 
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هاسیستمعادلتحالتیافتنبرایبرنولیتوسطکهاستاستاتیکیروشیکاساسدرمجازیکارروش
اصلیکاربرد.تیافگسترشهاسازهدینامیکیرفتاربررسیبرایدالامبرتوسطروشاین.گردیدمعرفی
.استآزادیدرجهچندهایسازهدینامیکیتحلیلدرمجازیکارروش
کهنیدکفرض.دهیمارائهرامجازیجابجاییمفهومابتداکهاستلازممجازیکاراصلمعرفیبرای

تغییراتبه.باشدشدهدادهنشانباآنتعادلحالتبهنسبتآزادیدرجهیکسیستمیکموقعیت
گفتهمجازیجابجاییافتد،میاتفاق(زمانصرفبدون)ناگهانیصورتبهکهموقعیتدلخواهوکوچک

.اشدبداشتهسازگاریمسألهقیدهایبابایدمجازیجابجایی.دهیممینشانباراآنوشودمی
استاتیکینیروهای)فعالنیروهایتمامتوسطشدهانجامکاربهمی شود،دادهنشانباکهمجازیکار

.شودمیگفتهمجازیجابجاییدر(اینرسینیروهایو

x

x
w

x
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:باشیمنوشتهزیرمطابقذرهیکبرایرانیوتوندومقانونکنیدفرض

می توانرابالایمعادله،(باشندجابجاییراستایبرعمود)ندهندانجامکاریگاهیتکیهنیروهایآنکهفرضبا
:نوشتزیرشکلبه

F f m x    0

یروهاینوگاهیتکیهنیرویبرآینداعمالی،نیروهایبرآیندترتیببهو،آندرکه
:داشتخواهیممجازیجابجاییبرداردرفوقعبارتضرببا.باشندمیاینرسی

F fxm



xδ


 F f m x δx     0

 F m x δx   0
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فعالنیروهایبرآیندکارمجازیجابجایییکدرداردمیبیانکهرسیممیمجازیکاراصلبهترتیباینبه
-سیستمینچنبرای.دادگسترشنیزذراتازایمجموعهبرایتوانمیرااصلاین.استصفربرابرذرهبروارد
درراآنهایجهنتدر.استصفربرابراصطکاکبدونمفاصلنیروهایوصلباجسامداخلینیروهایکارهایی

.کنیمنمیواردمعادلات

ضربحاصلاباستبرابرآنهاکارکهدهندانجامکارتوانندمینیزاینرسیگشتاورهایوشدهاعمالهایکوپل
.شودواردشدهانجامکارهایمجموعدربایدکهگشتاوراعمالمحلدردورانمقداروگشتاور

دوارمعادلاتدردهند،میانجامکارکهرانیروهاییتنهاماکهاستایندرمجازیکارروشاصلیمزیت
.شودمیمسألهحلزیادسادگیموجباینوکنیممی



مثال
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دارایافقصفحهرویبردیسکمقابلشکلدر
کارروشازاستفادهبا.استخالصغلتش

تبدسراسیستمدیفرانسیلیمعادلهمجازی،
.آورید
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.کردتقلمننقطهآنبهرااینرسیگشتاورهایونیروهاتوانمیباشد،ثابتنقطهیکدارایجسماگر:حل
شکل،بهتوجهبا.دهیممیقرارAوOنقاطرویبرمعادلاینرسیگشتاوریکمامسأله،اینحلدربنابراین

:نوشتزیرشکلبهتوانمیرامجازیکاریقضیه

دانیممیطرفیاز

sinA O

L
I θ δθ I φ δφ c x δx mg θ δθ    0

2

sin
L L

θ θ x r φ θ δx r δφ δθ      
2 2
3 3

:آیدمیبدست،حذفباومجازیکارروابطدرفوقروابطجایگذاریبا 

O A

r mg L r
I I φ c r φ φ

L L

    
            

2 2
23 3 0

2 2 2


