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چند ارتعاشات سیستم های: فصل هشتم
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دکتر سیروان فرهادی: ارائه دهنده
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مقدمه
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کارگیریهبباتوانمیراآزادیدرجهچندهایسیستمحرکتهایمعادلهچگونهکهدیدیمپیشفصلدر
-میوارههمروشاینچهاگر.آوردبدستسیستماجزایتکتکآزاددیاگرامترسیمونیوتونروش

افزایشبا،گیردقراراستفادهموردآزادیدرجهچندسیستمیکحرکتهایمعادلهاستخراجبرایتواند
چنیندر.ودشمیدشوارترنیوتونروشکارگیریبهآن،هایپیچیدگیوسیستمآزادیهایدرجهتعداد

است،استوارتمسیسانرژیتغییراتپایهبرکهلاگرانژروشمانندجایگزینیهایروشازتوانمی مسائلی
.نموداستفاده

استفادهباسپس.دهیممیتوضیحآزادیدرجهچندهایسیستمبرایرامجازیکارروشابتدافصلایندر
.کنیممیاستخراجرالاگرانژمعادلاتمجازیکاراصلاز



اصل کار مجازی
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برایابتداازیمجکاراصلشد،گفتهنیزچهارمفصلدرپیشترچنانکه
ایندالامبراصلکمکبابعدهااما.گردیدارائهاستاتیکیهایسیستم
یک.شدرفتهگکاربهنیزهاسیستمدینامیکیرفتاربررسیبرایروش

واردآنبهنیروهاازایمجموعهشکلمطابقکهبگیریدنظردرراذره
بهاگرمجازیکاراصلبنابر.کندمیطیراSمانندمسیریوشودمی

حالتدرنیروهاازایمجموعهحضوردرکهذراتازسیستمیک
جامانکارشود،اعمالکوچکیمجازیجابجایی هایدارد،قرارتعادل

:استصفربرابرنیروهامجموعتوسطشده

i iδW F δr   0



اصل کار مجازی
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کهداریمتوجهخارجیوداخلینیروهایکارمحاسبههنگامدر
بدونتاتصالاداخلینیروهایو(ثابتهایگاهتکیه)قیدینیروهای

تثابهایگاهتکیهدرکهزیرا.دهندنمیانجامکاریاصطکاک
یمههاصطکاک،بدوناتصالاتدرواستصفربرابرجابجایی

عملصورتبهآنهابرواردنیروهایودارندیکسانیجابجاییذرات
.استرصفبرابرآنهاکارمجموعبنابراینباشند،میعکس العملو

برابریزنصلباجسامداخلینیروهایکاربرآیندکهدانیممیهمچنین
ابتداازراآنهاتوانمیمجازیکاریمحاسبهدربنابراین.استصفر

.نمودحذف
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قراریداخلوخارجینیروهایتأثیرتحتزیرشکلمطابقکهبگیریدنظردرراذراتازایمجموعهحال
تخراجاسبرایرامجازیکاراصلتوانمی(اینرسینیروهایازاستفاده)دالامبراصلازاستفادهبا.دارند

:دادقراراستفادهموردنیزذراتازایمجموعهحرکتمعادلات

( )i i i iδW F m r δr    0

بسیارجابجایییکمجازیجابجاییکهشودمییادآور
یطشراباسازگاریآنمحدودیتتنهاکهاستدلخواهوکوچک

صورتبهتواندمیمجازیجابجایی.استسیستمگاهیتکیه
یلیدیفرانسقواعدتمامازوشوداعمالزمانصرفبدونوناگهانی

استآنیدیفرانسیلجابجاییباآنتفاوتتنهاوکندمیپیروی
بدونتواندمیامادهد،میرخزمانطولدراخیرموردکه

.باشدشدهانجامزمانصرفبایاوزمانصرف

irδ


irδ


irδ


idr

یک مجموعه از ذرات تحت 
تأثیر نیروهای داخلی و خارجی



مثال
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دهدیمنشانرایکنواختیمیلهیکمقابلشکل
دتوانمیواستشدهمفصلگارییکبهکه

واندتمینیزگاریخود.نمایددورانآنبهنسبت
سیلدیفرانهایمعادله.شودجابجاافقراستایدر

.کنیداستخراجمجموعهاینبرایراحرکت
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رویبرار(دهندمیانجامکارکهنیروهایی)فعالنیروهایواینرسینیروهایزیر،شکلمطابقابتدا:حل
.کنیممیمشخصمجموعه

عه نیروهای استاتیکی و دینامیکی وارد بر مجمو
گاری و میله 
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θوxیتهیافتعمیممختصاتباتوانمیراآنحرکاتواستآزادیدرجهدوسیستمشودمیملاحظهچنانکه
-میسیستمایندرمجازیجابجایینوعهر.نمودتوصیف(گاریبهنسبتمیلهدورانوگاریافقیجابجایی)

هاینیروبهتوجهبا.کنندمیرعایتنیزرامسألهقیدیشرایطکهشودایجادδθوδxازترکیبیباتواند
عمودیراستاهایدرآنهااثرنقطهجابجاییمقدارنیزوشده اندواردمجموعهبهکهاینرسینیروهایوخارجی

بااستبرابرنیروهابرآیندکارافقی،و

( cos ) ( sin )

( cos ) ( cos ) ( sin ) ( sin )

( cos ) ( sin )

L
δW f δx Lδθ θ k x δx m g δθ θ m x δx I θ δθ

L L L L
m x θ θ δx δθ θ m θ θ δθ θ

L L
m θ θ δθ θ

     

   

 

2 1

2 2

2
2

2
2

2 2 2 2

0
2 2
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الا،بیمرتبههایجملهحذفو(و)میلهدورانیزاویهبودنکوچکفرضباکه
:نوشتزیرمطابقتوانمیراآن

 sincosθ 1

( )

( )

m L
δW f k x m x m x θ δx

m g L m L m L
f L θ I θ x θ δθ

    

     

2
1 2

2
2 2 2

2
2

0
2 2 4

برآیندکارودباشکنیمفرضباریککهآوریمبدستترتیباینبهتوانستیممیرافوقمعادلات
برآیندارکوباشدکنیمفرضدیگربارودهیمقرارصفرمساویمجازیجابجاییدررانیروها
.دهیمقرارصفرمساویمجازیجابجاییدررانیروها

δx 0
δθ 0 δθ

δx
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:نوشتزیرشکلبهتوانمیماتریسیفرمدرراآنکه

m L
m m k

x x f
m g L

θ θ f Lm L m L
I

 
                  

        
   

 

2
1 2

22
2 2

2 02
0

22 4

قبلیهمعادلآنکهبرایباشند،داشتهمقداریهرتوانندمیوهستنداختیاریمقادیریδθوδxکهآنجاییاز
:باشیمداشتهبایدباشد،صادقهمواره

m L
f k x m x m x θ

m g L m L m L
f L θ I θ x θ

    

    

2
1 2

2
2 2 2

2 0
2

0
2 2 4
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.امندمی نسیستمسختیومیراییجرم،هایماتریسترتیببهرا[K]و[C]،[M]هایماتریسبالا،رابطهدر
.نامیممیسیستمجابجاییبرداررا{x}برداروخارجینیروهایبرداررا{f(t)}بردارهمچنین

یاو

          )(tfxKxCxM  

آندرکه

   

   

,

( )
, ( ) .

( )

m c c c
M C

m c c

k k k f t
K f t

k k f t

    
    

   

    
    

   

1 1 2 2

2 2 2

1 2 2 1

2 2 2

0
0



روش لاگرانژ
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اینرسینیروهایکار،𝛿𝑟𝑖مجازیجابجاییدرذراتازسیستمیکبرایکهدادنشانسادگیبهتوانمی
پتانسیلانرژیتغییراتفیمنبااستبرابرپایستارنیروهایکاروسیستمجنبشیانرژیتغییراتبااستبرابر

:نوشتزیرشکلبهتوانمیرامجازیکاراصلنتیجهدر.سیستم

.استغیرپایستارنیروهایکار𝛿𝑊𝑛𝑝آندرکه
npdT dU W 



روش لاگرانژ
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ابتداکارنایبرای.شودمیگرفتهبهرهانرژیمفهومازحرکتهایمعادلهاستخراجبرایلاگرانژروشدر
کاراصلازاستفادهباسسپ.آیندمیبدستیافتهتعمیممختصاتحسببرسیستمپتانسیلوجنبشیانرژی

.گردندمیهمحاسبتعادلحالتحولمجازیجابجایییکدرپتانسیلوجنبشیانرژیتغییراتمجازی
حرکتسیلدیفرانهایمعادلهغیرپایستار،نیروهایمجازیکاربامقادیرایندادنقرارمساویباآنازپس

.می شونداستخراج
یکنبشیجانرژیوپتانسیلانرژیبینیرابطهمثالیکقالبدرابتدالاگرانژ،روشبیانازپیش

.دهیممینشانمجموعهآنییافتهتعمیممختصاتباراآزادیدرجهچندیمجموعه
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ازتوانیمیمآزادی،درجهدویمجموعهاینبرای.بگیریدنظردرشکلمطابقرامتحرکیپایهباآونگیک
:نماییماستفادهθوxییافتهتعمیممختصات

,q x q θ 1 2

یک آونگ با پایه متحرک
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:آونگگرانشیتانسیلپانرژیوفنرکرنشیانرژیمجموعبااستبرابرسیستمپتانسیلانرژیشکلبهتوجهبا

( cos )

( cos )

U k x m g L θ

k q m g L q

  

  

2
2

2
1 2 2

1 1
2
1 1
2

:گاریوآونگجنبشیانرژیمجموعبااستبرابرکلجنبشیانرژیو

T m V m V 2 2
1 1 2 2

1 1
2 2

:نوشترزیمطابقکارتزیندستگاهدرتوانمیراآونگوگاریسرعتبردارشکلبهتوجهباطرفیاز

, ( cos ) sinV x i V x Lθ θ i Lθ θ j   1 2
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:گفتتوانمیپس

:وردآبدستزیرمطابقتوانمیدوران،زاویهبودنکوچکفرضبانیزراغیرپایستارنیروهایکار

( cos cos sin )

( cos )

T m x m x x θ L θ L θ θ L θ θ

m q m q q q L q L q

    

   

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2

2 2 2 2
1 1 2 1 1 2 2 2

1 1 2
2 2
1 1 2
2 2

( )

( ) ( )

npδW f δx f δx Lδθ

f f δq f L δq

  

  

1 2

1 2 1 2 2
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بستگی(𝑞𝑖)یافتهمتعمیمختصاتبهتنهانتیجهدروموقعیتبهتنهامجموعهپتانسیلانرژیکهشودمیملاحظه
علاوهباشد،تموقعیتابعتواندمیسرعتخودچوندارد،بستگیسرعتبهکهکرنشیانرژیآنکهحال.دارد

پس.باشدهداشتبستگینیزیافتهتعمیممختصاتخودبهتواندمی(𝑞𝑖 )یافتهتعمیممختصاتزمانیمشتقاتبر
:نوشتتوانمیکلیحالتدر

:آیدمیبدستزیررابطهازجنبشیانرژیتغییراتبنابراین،

( , , , , , )T T q q q q 1 2 1 2

( , , )U U q q 1 2

( )
N N

i i

i ii i

T T
dT dq dq I

q q 

 
 

 
 
1 1
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بااستبرابرپتانسیلانرژیتغییرات،ترتیبهمینبه

.نامیممییافتهتعمیمنیرویرا𝑄𝑖نآدرکه
𝑑𝑞𝑖مجازیجابجایییکدر = 𝛿𝑞𝑖یمعادلهراستسمتازدومعبارتبجزگفتتوانمیبنابراین.است

روهاینیکاروپتانسیلانرژیتغییراتجنبشی،انرژیتغییراتهایعبارتجنبشی،انرژیتغییرات
جابجاییحسببرنیزمذکورعبارتآنکهبرای.اندشدهبیانمجازیجابجاییحسببرهمگیغیرپایستار

.کنیممیدستکاریاندکیراعبارتاینگردد،بیان𝛿𝑞𝑖کوچکمجازی

N

i

i i

U
dU dq

q






1

:کردبیانزیرشکلبهتوانمی𝛿𝑞𝑖مجازیجابجاییدرنیزراغیرپایستارنیروهایکار

N

np i i

i

δW Q δq Q δq Q δq


    1 1 2 2
1
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ازیافتهتعمیمصاتمختزمانیمشتقاتبهجنبشیانرژیوابستگیکهگفتتوانمیشدهذکرمثالبهتوجهبا
:استدوممرتبه

( , , , , , ) ( )
N N

ij i j

i j

T T q q q q m q q II
 

  1 2 1 2
1 1

1
2

تعدادNواشدبیافتهتعمیممختصاتازتابعیتواندمیکهاستمتغیریاثابتضریبیک𝑚𝑖𝑗آندرکه
:داریممذکورمثالدرمثلاً.کندمیمشخصراسیستمآزادیدرجات

, cos ,m m m m m m L q m m L     2
11 1 2 12 21 2 2 22 2

گفتتوانمیبنابراین،
N

ij j

ji

T
m q

q 






1
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:آیدمیبدست،iرویبرگرفتنجمعو𝑞𝑖دربالایرابطهضرببا

:داشتخواهیمبالارابطهازگیریدیفرانسیلبا

:داشتخواهیم،(III)و(I)هایرابطهمقایسهبا

N N N

i ij i j

i i ji

T
q m q q T

q  


 


 
1 1 1

2

( ) ( )
N N

i i

i ii i

T T
dT d q dq III

q q 

 
 

 
 
1 1

2

( )
N N

i i

i ii i

T T
dT dT d q dq

q q 

 
  

 
 
1 1

2
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:آیدمیبدست،iرویبرگرفتنجمعو𝑞𝑖دربالایرابطهضرببا

:داشتخواهیمبالارابطهازگیریدیفرانسیلبا

:داشتخواهیم،(III)و(I)هایرابطهمقایسهبا

N N N

i ij i j

i i ji

T
q m q q T

q  


 


 
1 1 1

2

( ) ( )
N N

i i

i ii i

T T
dT d q dq III

q q 

 
 

 
 
1 1

2

( )
N N

i i

i ii i

T T
dT dT d q dq

q q 

 
  

 
 
1 1

2
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:مداریغیرپایستار،نیروهایکارباسیستممکانیکیانرژیتغییراتدادنقرارمعادلبااکنون

( )
N N

i i

i ii i

d T T
dT dq dq

dt q q 

 
 

 
 
1 1

( )
N N

i i i

i ii i i

d T T U
dq Q δq

dt q q q 

   
   

   
 
1 1

تنهافوقیرابطهباشند،میهمدیگرازمستقلکههستنددلخواهیمقادیرمجازیهایجابجاییکهآنجاییاز
کهاستصادقزمانی

( ) , , , ,i

i i i

d T T U
Q i N

dt q q q

  
   

  
12

:دهدمینتیجه،رابطهازاستفادهباکه dtdqq ii /
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گاهیتکیهاینیروهبهتوجهبدونوسادگیبهتواندمیلاگرانژروشچگونهکهدیدخواهیمفصلاینادامهدر
خاطرآنازیشپاما.نمایدارائهغیرپایستاروپایستارهایسیستمبرایراحرکتمعادلاتمفصلی،نیروهایو

هایسیستمبرایبلکهآزادی،درجهچندوگسستههایسیستمبرایتنهانهلاگرانژروشکهسازدمینشان
.استکارآمدیبسیارابزارنیزهستندآزادیدرجهنهایتبیدارایکهپیوسته

( ) , , , ,i

i i

d L L
Q i N

dt q q

 
  

 
12

(یافتهتعمیممختصاتتعدادبه)سیستمآزادیهایدرجهتعدادبهکهنامندمیلاگرانژیرابطهرافوقیرابطه
و،L=T-Uلشکبهلاگرانژینعبارتتعریفبامراجعازایپارهدر.نمایدمیارائهحرکتدیفرانسیلیمعادله

:نندکمیارائهنیززیرشکلبهرالاگرانژیرابطهاست،کهحقیقتاینازاستفادهبا 0/  iqU 



مثال
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دادهنشانآونگوگاریسیستمحرکتمعادلات
رانژلاگروشازاستفادهبارامقابلشکلدرشده

یانبماتریسیشکلدرراآنوکنیداستخراج
.کنید
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داریمنتیجهدر

.استصفربرابرتارپایسغیرنیروهایکاروهستندپایستارسیستمبرواردنیروهایتمامشکل،بهتوجهبا:حل
مختصاتانتخاببادیم،دیپیشترچنانکه.هستندصفربرابرنیزسیستمبرواردیافتهتعمیمنیروهاینتیجهدر

:کرداستخراجزیرشکلبهتوانمیراسیستماینپتانسیلانرژیوجنبشیانرژی،ویافتهتعمیم q x1q θ2

( cos )

( cos )

T m q m q q q L q L q

U k q m g L q

   

  

2 2 2 2
1 1 2 1 1 2 2 2

2
1 2 2

1 1 2
2 2
1 1
2

cos ( ) ( ) ( cos )

cos ( ) ( cos ) ( )

T d T
m q m q m q L q m m q m L q q

q dt q

T d T
m q L q m L q m L q q m L q

q dt q

 
      

 

 
    

 

1 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2
1 1

2 2
2 1 2 2 2 2 2 1 2 2

2 2
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:نوشتزیرصورتبهمی توانماتریسیشکلدررافوقروابط

همچنین

, , sin
T T U U

k q m g L q
q q q q

   
   

   
1 2 2

1 2 1 2
0

:آیدمیبدستلاگرانژیرابطهدرجایگذاریومیلهدورانیزاویهبودنکوچکفرضبانهایتدر

( ) ( )

( ) ( )

i m m q m L q k q

i m L q m L q m g L q

     

    

1 2 1 2 2 1
2

2 1 2 2 2 2

1 0
2 0

m m m L q k q

q m g L qm L m L

         
         

       

1 2 2 1 1
2

2 2 22 2

0 0
0 0



مثال
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باومناسبییافتهتعمیممختصاتانتخاببا
شاننسیستممعادلاتلاگرانژ،روشازاستفاده

ماتریسیفرمدرراروبروشکلدرشدهداده
.کنیداستخراج
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بنابراین.ستاونیستندهمازمستقلقرقرهدورانوبلوکجابجاییمقدارشکل،بهتوجهبا:حل
ستفادهاویافتهتعمیممختصاتازتوانیممیشدهدادهنشانآزادیدرجهدوسیستمبرای

نیروهایبردارنتیجهردواستصفربرابرغیرپایستارنیروهایکاراست،پایستارسیستمکهآنجاییاز.نماییم
.باشدمیصفربرابرنیزیافتهتعمیم

بهتوانمیرایستمسپتانسیلانرژیوجنبشیانرژیمذکور،قیدیرابطهوشدهتعریفمختصاتازاستفادهبا
:آوردبدستزیرشکل

m2y r θ 2
q x1q y2

( )

( ) ( )

O
O

I
T m x I θ m y m q m q

r

q
U k x k r θ x k q k q

     

     

2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 22

2 2 2 22
1 2 1 1 2 1

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 4
1 1 1 1
2 2 2 2 2
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:نوشتزیرشکلبهباتوانمیرالاگرانژمعادلاتنتیجهدر

داریمبنابراین

( )

( ) ( ) ( )O O

T d T
m q m q

q dt q

I IT d T
m q m q

q dt qr r

 
  

 

 
    

 

1 1 1 1
1 1

2 2 2 22 2
2 24 4

و

, ( )( ), ( )( )
q qT T U U

k q k q k q
q q q q

   
       

   

2 2
1 1 2 1 2 1

1 2 1 2

10 1
2 2 2

( ) ( )

( )O

k
i m q m L q k k q q

I k k
i m q q q

r

      

     

2
1 1 2 2 1 2 1 2

2 2
2 2 2 12

1 0
2

2 0
4 24
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:  شودکه در فرم ماتریسی به صورت زیر بیان می

O

k
m k k

q q
I

q qk km
ar

 
                               

2
1 1 2

1 1

2 22 22 2

0 02
00

4 2 4



مثال
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یروینتوسطکهدهدمینشانرادوتاییآونگیکمقابلشکل
f(t)رکتحمعادلاتلاگرانژروشازاستفادهبا.شودمیتحریک

.کنیدبیانماتریسیفرمدرسپسوبیابیدراآن



34

ازآنحرکتمعادلاتآوردنبدستبرایتوانمیواستآزادیدرجهدوسیستمشکل،بهتوجهبا:حل
بردارتوانمیواستمتمرکزجرمدودارایسیستم.کرداستفادهویافتهتعمیممختصات

:کردتصویرزیرشکلبهکارتزینمختصاتدستگاهدرراآنهاسرعت
q θ1 1q θ2 2

cos sin

( cos cos ) ( sin sin )

V l θ θ i l θ θ j

V l θ θ l θ θ i l θ θ l θ θ j

 

   

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

:داریمنتیجهدر

( cos ) ( sin )

( cos cos ) ( sin sin )

cos( )

V l θ θ l θ θ l θ

V l θ θ l θ θ l θ θ l θ θ

l θ l θ l l θ θ θ θ

  

   

   

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2
2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 1 22
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بااستبرابرسیستمجنبشیانرژیبنابراین

بااستربرابنیزسیستمپتانسیلانرژیگرانشی،پتانسیلسطحعنوانبهگاهتکیهانتخاببا

cos ( cos cos )

cos ( cos cos )

U m g l θ m g l θ l θ

m g l q m g l q l q

   

   

1 1 1 2 1 1 2 2

1 1 1 2 1 1 2 2

cos( )

cos( )

T
m l q m l q m l l q q q

q

T
m l q m l l q q q

q


   




  



2 2
1 1 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2

1

2
2 2 2 2 1 2 1 1 2

2

:گفتتوانمینتیجهدر

 cos( )

T m V m V

m l q m l q l q l l q q q q

 

    

2 2
1 1 2 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2

1 1
2 2
1 1 2
2 2
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بنابراینو

ترتیبهمینبه

بااستبرابرنیزغیرپایستارنیروهایکار

( ) ( ) cos( ) sin( ) ( )

( ) cos( ) sin( ) ( )

d T
m l m l q m l l q q q m l l q q q q q

dt q

d T
m l q m l l q q q m l l q q q q q

dt q


       




      



2 2
1 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2

1

2
2 2 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2

2

sin( ) ( ), ( )sin ,

sin( ) ( ), sin .

T U
l l q q q q m g l m g l q

q q

T U
l l q q q q m g l q

q q

 
   

 

 
   

 

1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 1
1 1

1 2 1 2 1 2 2 2 2
2 2

2 1

2 1

( ) cos ( ) cosnpδW f t θ δθ f t q δq 1 1 1 1
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پس

هایلهمعادبالاتر،ودوممرتبههایعبارتازکردنصرفنظرباودورانزوایایبودنکوچکفرضباحال
نوشتزیرشکلبهتوانمیرالاگرانژ

:کردبازنویسیزیرمطابقماتریسیفرمدرتوانمیرابالاهایمعادله

( )cos ,Q f t q Q 1 1 2 0

( ) ( ) ( )i m l m l q m l l q m g l m g l q f t

i m l l q m l q m g l q

      

    

2 2
1 1 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 1

2
2 1 2 1 2 2 2 2 2 2

1
2 0

( ) ( ) ( )m m l m l l q m m g l q f t

q m g l qm l l m l

         
         

        

2
1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 1

2
2 2 2 22 1 2 2 2

0
0 0


